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《 赦 学 方法 论 丛书 》 原 问 
王 样 十” 良 世 华 ”前 轴 号” 者 其 


《教学 方法 论 类 书 》 往 辑 委 员 颁 


性 主编 4 拓 棒 模 蔽 文莉 

编 渐 .( 棕 姓氏 笔尖 为 序 ) 
王 兴 第 王 澳 钠 未 裙 模 刘 风 疙 
美 洗 谋 美音 名 跃 隐 颖 ” 郑 谣 信 
起 报 威 ”和 狂 利 治 并 复苏 落 文 强 


出 版 说 明 


如 大 家 所 知 ,数学 方法 论 作 为 研究 数学 中 的 发 更 .发 明 与 
创新 等 法 则 的 一 这 学 问 ， 已 有 很 长 的 历史 ， 而 且 内 容 极为 在 
富 。16 肯 纪 以 亲 , 如 第 卡尔 (D3acartes) , 菜 布 尼 兹 (Leibni- 
2zZ)、 虎 加 莱 (Poincaré)、 克 菜 因 (Klein)、 希 尔 伯 特 (Hilber- 
t) 和 阿达 玛 (Hadamard) 等 著名 学 者 ， 都 有 过 这 方面 的 论著 
和 发 表 过 这 方面 的 精辟 见解 。 就 近 现 代 而 言 ， 以 著名 的 美 籍 
匈牙利 涩 学 家 波 利 亚 (Polya) 为 例 ， 他 曾 以 数 十 年 的 时 间 从 
事 数 学 方法 论 的 研究 ， 出 版 了 -一 系列 论著 ， 并 被 译 为 多 种 文 
字 , 受 到 全 世界 的 普遍 重视 ,被 誉 为 第 二 次 世界 大 战 后 出 现 的 
经 典 著 作 之 一 。 在 我 国 ， 也 有 许多 学 者 在 各 和 独 不 同 的 场合 屋 
次 指出 : 要 在 数学 教材 与 教学 过 程 中 ， 注 意 对 形成 数学 概念 
的 认识 过 程 的 分 析 ， 努 力 教 给 学 生 以 寻找 真理 和 发 更 真理 的 
手段 ,特别 是 我 国 数学 家 徐 入 治 教授 ， 他 先后 到 过 苏联 、 联 邦 
德国 、 关 国 、 加 拿 大 和 和 保加利亚 等 国 进行 学 术 交 流 ， 结 合 国内 
A ins ed, 深 感 在 教学 与 科研 

领域 中 ， 有 大 力 提倡 数学 方法 论 区 必要。 在 亿 的 倡议 下 ， 我 
加 一 些 塑 工科 大 学 和 病 范 孙 校 丰 给 开设 了 数 3 法 论 选修 
课 , 出 版 异 也 出 版 了 一 一 些 这 方面 的 专著 和 通俗 读物 ?这 无 疑 是 
一 个 令 人 鼓舞 而 又 富 于 开创 性 的 发 展 趋势 。 然 而 总 的 说 来 ， 
企 现今 的 数学 教育 与 数学 教学 过 程 中 ， 主 要 的 借 向 还 是 偏重 
殉 辑 思维 能 克 的 驯 练 ， 对 于 如 何 教 给 学 生 以 寻找 真理 和 发 现 


真理 的 本 领 不 够 重视 ， 在 一 定 程度 上 低估 了 发 散 思维 的 训练 
在 智力 开发 中 的 作用 ,以 致 不 能 较 好 地 培养 学 生 的 造 创 能 力 。 

上 述 情况 表明 ,我 们 仍 需 大 力 提倡 妾 学 方法 论 的 研究 ,并 
应 把 数学 方法 论 应 用 到 中 学 与 大 学 的 数学 教育 实践 中 去 ， 特 
别 是 ， 我 国 现今 正 处 在 四 个 现代 化 建设 和 数学 教学 改革 的 新 
时 期 ,这 就 急 医 培养 出 一 支 商 水 平 的 、 庞 大 的 科技 队伍 ,而 万 
其 急需 造就 一 支 高 水 平 的 ,庞大 的 数学 教师 队伍 ;因为 这 是 我 
国 能 否 建 成 科技 大 国 的 关键 。 正 是 为 了 适应 这 一 形势 的 虎 要 ， 
我 社 自 1986 年 初 就 开始 酝酿 和 筹备 出 版 《数学 方 法 论 从 书 》 
(以 下 简称 丛书 ), 并 拟 请 徐 利 治 教授 主持 此 项 工作 。 此 举 得 到 
了 当时 正在 美国 访问 讲学 的 徐 利 治 教授 的 倪 同 。 全 国 各 地 的 
有 关 专 家 、 烙 授 也 很 支持 此 项 工作 ， 纷 纷 承担 k《 丛 书 》 编 写 任 
务 。1987 年 4 月 ， 我 社 与 徐 利 治 教授 等 充分 磋商 ,组 建 了 《从 
书 ) 编 辑 委员 会 与 特聘 顾 间 。 我 们 深信 ,在 《从 书 》 的 全 体 编 委 
的 共 间 努力 下 ， 一 定 能 在 高 水 平和 高 质量 的 基础 上 出 版 好 这 
一 套 《4 丛书 》， 我 们 也 由 此 而 希望 ,这 套 《 丛 书 》 的 出 版 ,能 在 我 
国 数学 教学 改革 和 培养 人 材 的 事业 中 有 所 贡献 。 

《从 书 》 共 分 三 个 档次 ， 除 了 少数 几 本 属于 高 档次 的 专著 
之 外 ,其 它 两 个 档次 主要 面向 中 学 教师 、 大 专 院 校 学 生 、 研 究 
生 和 一 般 数 学 爱好 者 。 无 疑 ,《 从 书 》 中 的 大 部 分 题材 ， 对 于 人 
用 数学 工具 的 科技 工作 者 米 说 也 是 有 启发 性 的 。 

限于 水 平 , 在 《丛书 》 的 编辑 和 出 版 过 程 中 ,难免 会 有 缺点 
和 差错 。 热 切 希 望 效 学 教育 界 人 士 和 广大 读者 多 多 批评 指正 。 


“江苏 教育 出 版 社 ， 
-1988 年 1 月 
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十 壮志 中 外 本 人 


一 “数学 的 定义 及 其 研究 对 象 


1.1(101) .我 认为 数学 这 个 词 是 专 为 科 学 的 应 用 而 设 
的 ， 正 像 我 们 论 及 逻辑 学 、 修 群 学 或 音乐 那样 ， 数 学 也 有 它 
自身 的 专门 含义 与 特性 。 塞 尔 维 斯 脱 (Sylvester,].].) 
Presidential Address to the British Ass- 
ociation, Exeter British Association Rep-— 
ort(1869); Collected Mathematical Pap e~— 

rs, Vol.2, p. 659., 


“1.2(103) 数学 的 研究 对 象 就 是 数量 之 间 的 种 种 间接 的 
伐 量 关系 ， 目 的 在 于 按照 数量 之 间 所 存在 的 种 种 客观 关系 去 
ee 科 姆 特 (Comte) 

: Positive Philosop hyC Martineau], Bp. 1 

时 chap. 和 


.5104) 从 事 数学 研究 的 具体 目的 ， 就 是 为 了 去 发 现 
和 表述 那些 待考 虑 的 现象 之 间 的 种 种 数学 规律 的 方程 式 ， 而 
这 些 方 程式 就 是 从 某 些 已 知 量 去 获得 另 一 些 未 知 量 的 种 种 演 
算 的 起 点 。 o 科 姆 特 (Comte) 

-9 ~ Positive. OP a DR， 1， 
| Sop 2， 


1.4G106) 二 


2 数学 家 言行 录 


oe” 
某 物 与 他 物 在 量 的 侧面 相等 与 否 的 种 种 关系 ， 但 二 物 要 等 系 
指 在 任 一 断言 中 ， 两 者 可 以 互相 取代 。 一 一 格拉 斯 显 ， 替 和 尔 
上 (Crassmann，FIermana) 
Stacke aus dem Lehrbuche der Arithmet~- 

ik,W erke(Leipzig,1904), Bd.2,p.298. 


1.5(107) 几何、 理论 算术 和 代数 这 类 学 科 ， 都 涉及 到 
我 们 在 外 部 世界 中 所 观察 到 的 一 切 对 象 及 其 变易 情况 ;因此 ， 
对 于 这 些 数学 关系 的 研究 ， 就 形成 了 各 种 处 理 自然 现象 的 变 
易 规律 的 学 科 ， 诸 如 天 文学 、 光 学 和 力学 等 等 ， 并 由 此 而 使 
这 些 学 科 常 被 称 为 混合 数学 ,其 中 之 空间 关系 和 数量 关系 ,都 
是 种 那些 从 专门 的 观察 中 所 概括 出 来 的 原理 相 结 合 在 一 起 
的 ; 但 几何 或 代数 等 学 科 却 不 包含 直接 经 验 ， 因 而 被 称 之 为 
纯粹 数学 。 一 一 辉 维尔 ， 威 廉 (Whewell，William) 

The Philosophy of the Inductive Scienc™ 
es, Paort 1, Bhk.2, chap.I, sect.4.(London, 
1858) 


1.6(108) ”高 等 数学 乃 是 关于 各 种 自然 现象 之 间 的 数值 
关系 的 推理 艺术 ， 高 等 数学 的 各 个 部 分 ， 就 是 从 各 个 方面 探 
索 和 研究 这 些 关 系 的 不 同方 式 。 梅 洛 尔 (Mellor,].W .>》 

Higher Mathematics for Students of Ch- 
emistry and Physics- (New York, 1902),» 
Prologue. 0 


.1.7(110) 整个 数学 被 三 种 思想 观念 统治 着 ,或 者 说 有 
三 个 基本 概念 渗透 在 整个 数学 领域 中 ， 这 三 个 基本 概念 就 是 
数 、 序 和 空间 。 事 实 上 ， 每 个 数学 真理 都 或 者 涉及 其 中 之 一 
个 ， 或 者 同时 涉及 其 中 之 两 个 ， 甚 或 是 三 者 的 组 合 。 


一 、 、 数 学 的 定义 及 其 研究 对 旬 3 


黄玉 的 研究 对 象 是 执 明 的 数 的 性 质 ， 代 数 则 可 视 为 运算 
两 半 学 序 在 其 中 则 是 一 个 颇 占 优势 的 观念 ,而 几何 是 关于 空 
塞 尔 维 斯 脱 (>7~ 


lvester,J.J.) - 
A Probationary Lecture on Geomeitry, 
Vork British Association Report(1984), 
Part 2; Collected Mathematical Pens 
Vo!l.2,P,5. 


1.8(111) 此 料 数 学 的 研究 对 象 ， 是 那些 被 包含 在 有 诺 
流 形 中 的 种 种 理想 元 素 之 间 所 建立 的 理性 关系 ， 流 形 中 之 序 
规律 是 必须 经 过 严格 挑选 的 ， 它 们 既 可 以 是 离散 的 ， 也 可 以 
是 连续 的 。 一 一 帕 滩 列 兹 (Papperitz， E,) 
Uber das. System der Rein ee 
-Wissenschaften Jahresbericht der Deutschen 
| Mathematiker-V ereini gung, Bd. 1， 力 .36 . 


1.9(112) 纯粹 数学 并 不 涉及 具体 的 数量 ， 而 仅仅 是 一 
种 已 经 转变 为 机 械 运 算 的 相对 有 序 观 念 的 学 说 。 一 劳 瓦 列 
斯 (Novalis) 

Schrifien(Berlin, es Teil, p. 
282. . 


1.10(114) 纯粹 形式 科学 ， 还 辑 和 数学 ,只 处 理 对 化 的 
特殊 内 容 或 实质 之 间 的 关系 ， 特 别 是 那些 包含 着 量 、 测 度 和 
数 等 等 概念 的 对 象 之 间 的 关系 ， 人 -一 一 汉 
殉 尔 ， 泗 尔 曼 (Hankel, Hermann) 
Theorie der op So ee 
Leipaig, 1867),p. 1: I 


4 数学 察 喜 行 承 


.1.110116) 在 严格 的 意义 下 潢 ， 数 学 是 一 种 抽 旬 的 科 
学 ， 它 演绎 地 研究 那些 被 区 全 在 空间 关系 和 数学 关系 中 之 原 


始 概念 中 的 论断 。 莫 雷 (Murray J.A.H.,) 
A New English Dictiornary, 


1.12(122) 在 最 广泛 的 意义 上 说 ,数学 万 是 各 种 形式 的 

和 必然 的 演绎 推理 的 展开 。 一 一 怀特 黑 德 (Whitehead，A， 
,六 

Universal Algebra(Cambridge,1898), Pre- 


face,p.vi. 


1.13(123) 一 般 说 来 ， 数学 基本 上 是 一 -种 自我 证 明 的 科 
学 。 一 一 克 莱 因 ， 非 里 克 斯 (Klein,Felix) 
Anwendung der Differential-und Integral~ 
rechnung auf Geometrie(Leipzig, 1902), 
p.26. 


1.14(125) 由 数学 是 假 言 判断 的 种 种 演绎 理论 区 汇集 。 
每 一 种 理论 都 是 由 原始 的 不 定义 概念 和 符号 ， 以 及 一 系列 不 
证 自明 的 思想 规定 (通常 称 为 公理 ) 所 组 成 的 一 -个 相 容 而 确定 
的 体系 。 它 们 都 是 可 靠 而 又 不 借助 于 直 党 的 一 种 演绎 过 程 ,一 
种 合理 的 远 辑 推演 过 程 。 费 契 (Fitch,G.D .) 

~ The Fourth Dimension simply ee ined 

A York, 1910),p. 58 , 


1. 15C131) 履 学 是 一 门 理性 思维 的 科学 。 We 
解 和 知晓 现实 世界 的 工具 。 复 杂 的 订 西 可 以 通过 这 一 工具 简 
单 的 措辞 去 表达 ， 从 这 一 意义 上 说 ， 数 学 可 被 定义 为 一 种 连 


、 数 学 的 定义 及 其 研究 对 旬 四 


per Dr ey wa Mp py 


续 地 用 较 简 单 的 概念 去 取代 复杂 概念 的 学 科 。 一 -怀特 ， 威 
廉 (White，William F.) 
A Scrap-book of Elementary Mathemati— 
cs, Chicago, 1908), Pp.215.、 


1.16(133) 数学 研究 理想 结构 (通常 应 用 于 实际 问题 )， 

并 在 这 种 研究 中 去 发 现 各 种 结构 之 间 的 未 知 关系 。 一 一 裴 尔 
斯 (Peirce, 已 .9.》 
Century nn Article* Moathematio— 


Ng 


1.17(134) 数学 是 智能 的 一 种 形式 。 利 用 这 种 形式 ， 我 
们 可 以 把 现象 世界 中 的 种 种 对 象 ， 置 之 于 数量 概念 的 控制 之 
下 。 一 一 过 维 逊 (，owisoq， G.H.) | 
| “The Departments of a th= 
‘eir Mutual Relationss Journal oy S pecu— 
lative: 0 0 57y 亡 ,164. 


18C135) 数学 是 关于 函数 规律 与 变换 的 一 门 学 科 。 它 
能 使 我 们 把 形象 的 外 延 与 规定 的 运动 转换 成 数 。 一 一 者 维 水 
(HowisonysG.H.) 
The Departments of Mathematics,and th- 
eir Mutual Relationsy ournal of Specu— 
lative Philosophy ,Vol1.5,Pp,.170. 


he 数学 的 本 性 


:2.1(208) 思维 的 经 济 原则 在 数学 中 得 到 了 高 度 的 发 
挥 。 数 学 是 各 门 科学 在 高 度 发 展 中 所 达到 的 最 高 形式 的 一 门 
科学 ， 各 门 自然 科学 都 频繁 地 求助 于 它 。…" 然而 令 人 奇怪 的 
是 ， 数 学 的 力量 却 在 于 它 避 免 了 一 切 不 必要 的 思想 而 采取 了 
最 为 经 济 的 思维 方式 。 序 号 被 称 之 为 数 ， 这 就 已 经 形成 了 一 
种 奇妙 、 简 单 而 又 经 济 的 系统 。 当 我 们 进行 数 的 乘法 运算 
竺 ， 对 于 乘法 表 的 利用 ， 就 使 我 们 能 以 利用 先前 已 完成 的 结 “ 
果 ， 而 不 必 每 一 次 都 去 作 重 复 的 运算 。 又 如 当 我 们 利用 对 数 
表 时 ,同样 也 是 利用 已 完成 的 计算 去 取代 新 的 数值 计算 ,再 例 
如 , 当 我 们 利用 行列 式 去 解 方程 组 时 ,以 及 当 我 们 把 新 的 积分 
表达 式 分 解 成 其 它 已 知 表达 式 的 时 候 ， 我 们 都 可 看 到 拉 格 朗 
月 (Lagrange) 或 柯 西 (Cauchy) 的 智力 活动 ， 他 们 总 是 以 军 
事 司令 官 的 敏锐 识别 力 , 统 帅 着 所 有 已 完成 的 运算 的 “军队 ”， 
并 由 让 而 去 执行 新 的 运算 任务 。 一 一 马赫 (Mach,E) 

Populdr—wissenscha liche Vorlesungen 
: 《1903), Pp。 224—225。 
C0) ee 学 也 已 同样 地 不 断 求助 于 
数学 了 。-- 一 译 者 和 广 和 


2.2(205) 数学 的 本 质 就 在 于 它 的 自由 。 一 一 康 托 ， 乔 
治 (Cantor,George) 
Mathematische Annolen, Bd .21, p.564. 


二 、 数学 的 本 性 z 7. 


.3(296) 数学 沿 着 它 自己 的 道路 耐 无拘无束 地 前进 
着, 这 并 不 是 因为 它 有 什么 不 受 法 律 约束 之 类 的 种 种 许可 证 ， 
而 是 因为 数学 本 来 就 具有 一 种 由 其 本 性 所 决定 的 、 并 且 与 其 


存在 相符 合 的 自由 ,一 一 冯 克 尔 , 赫 尔 剖 (Hankel,Hermann》 

Die Entwickelung der Mathematik inden 
letzten J ahrhunderten ( eis 0 » 1884) ， 
p. 16 . 


2.4(208) 在 逻辑 矛盾 的 限度 内 ， 数 学 家 们 有 权 自 由 选 

择 他 们 自己 所 喜欢 的 路 线 去 达到 他 们 的 目 的 。 一 一 亚当 斯 ,部 
利 (CAdams, Henry) 

A Letter to American Teachers of His- 

tory(W ashington,1910), Tntroduction, bP.v. 


”2.5(210) 数学 不 是 规律 的 发 现 者 ， 因为 它 不 是 归 纳 。 
数学 也 不 是 理论 的 缔造 者 ， 因 为 它 不 是 假说 。 但 数学 却 是 规 
律 和 理论 的 裁判 和 主宰 者 ， 因 为 规律 和 理论 都 要 向 数学 表明 
自己 的 主张 ， 然 后 等 待 数学 的 裁判 。 如 采 没 有 数学 上 的 认可 ， 
则 规律 不 能 起 作用 ， 理 论 也 不 能 进行 解释 。 裴 尔 斯 ， 茧 
加 人 敏 (Peirce,Beniamin) 

Linear Associative Algebra, 二 

J ournal of Mothematics,V ol.4(1881),p.97 


2.6(211) 数学 是 一 种 连绵 不 断 地 发 展 着 的 科学 。 它 不 
同 于 基 上 政治 事件 或 工业 事件 ， 数 学 的 成 长 和 作 展 伴随 
雪 的 欢呼。 


ee of ee i Sciences eR 
and New Yorkh,1905),Vol,1,p.455. 
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~ 


“2.7(213)“ 数学 仅 考虑 那些 具有 确切 不 变 之 名 称 的 清 
晰 事物 ,“} 并 以 少数 几 条 公理 作为 前 提 ， 研 究 这 些 公 理 的 特 
性 ， 并 由 此 而 不 断 地 引出 结论 。 数 学 也 建立 少数 的 假设 ,但 
这 些 假设 都 是 高 度 合理 而 不 为 任何 人 所 拒绝 的 。 数 学 也 确立 
某 些 易 被 人 们 所 了 解 和 接受 的 目标 ， 并 保留 了 最 为 精确 的 次 
序 ， 每 一 命题 都 紧 接 在 先前 已 假定 的 和 已 证 明 的 命题 之 后 。 
数学 将 拒绝 所 有 不 能 被 推导 和 演绎 的 事物 ， 不 管 这 些 事物 是 
如 何 摇 似 合理 和 真实 。 一 一 巴 罗 ，, 依 萨 友 (Barrow ,Isaac) 

z Mathematica!l LecturestlLondon),1734,p.66 


C*) 就 当今 意义 而 言 ， 由 于 模糊 数学 的 诞生 和 发 展 ， 此 处 所 说 
《数学 ”只 能 指 精确 性 的 经 典 数学 。 一 一 译 者 注 


2.8(216) ”在 大 多 数 科学 中 ， 后 一 代入 往往 撕毁 了 前 一 
代入 所 建立 的 成 就 ，“*’ 但 在 数学 中 ， 每 一 代 人 都 是 在 老 的 
结构 上 建立 新 的 成 果 。 “一 一 汉 吏 尔 , 蔡 尔 曼 (Hankel， H- 
rmann) 

Die Bokelng der Mathematik in den 
Letzten Jahrhunderten (Tubingen, 1884),， 
p.25. 

[此 处 搞 录 黑 格 尔 (Hegel) 的 名 言 ， 以 供 对 照 参考 。 黑 格 尔 
说 : “一 般 地 叹 斥 …… 体 系 ， 并 不 是 意味 着 抛弃 它 ， 而 是 进一步 发 展 
尼 ， 不 是 用 其 他 的 ， 片面 的 对 立 物 去 代替 它 它 ， 而 是 把 它 包含 在 某 种 更 
高 的 东西 中 .?( 列 字 , 《哲学 笔记 》 人 民 出 版 社 ( 1974)177) 一 一 译 者 注 ， 


2.9(217 ) 数学 是 确定 性 和 清晰 性 的 女 术 士 。( 请 参 
说 2.7 条 之 ) 一 一 峙 巴特 ( 甩 erbart .上 .) 
HW erRe[K ehrbach) (Como ns 1890), Bd, 
yg 


2: aL ey - .学 分 村 与 自 自然 界 一 样 地 六 人 吉 


以 定义 所 有 可 了 解 的 关系 、 测量 时 间 、 空 间 、 力 和 温度 。 
是 一 门 形成 缓慢 而 又 艰深 的 学 科 。 它 小 心地 保留 了 每 一 条 必 
需 保留 的 原则 ， 在 人 类 思维 的 变易 与 错误 中 ， 数 学 分 析 不 断 
地 增长 而 且 变 得 愈 来 愈 强大 有 力 。 傅立叶 (FEourier, 丁 ) 

Theorfe Analytique de la: Chaleur ,Disco- 


urs Preliminaire. 


2.11(220) 分 析 学 与 自然 哲学 都 把 它们 的 最 重要 的 发 
现 归功 于 归纳 法 这 一 卓越 工具 的 运用 。 和 牛顿 (Newton) 也 把 
他 的 二 项 式 定理 及 方 有 引力 原理 的 发 现 归 功 于 归纳 法 i 
用 -。 一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 

A Philosophical Fssay on Probabilitie. 
CTruscott and Ce York 1902) ， 
Pp.176. | 


-2.12(221) 算术 计算 和 代数 计算 的 每 一 个 步 又 中 ;都 有 
从 事实 到 事实 的 归纳 和 推理 ,还 有 那些 乔装 打扮 的 归纳 步骤 ， 
这 就 大 狂 插 竹 和 四 表述 上 的 普遍 性 .一 一 密 尔 (Mill,J.s>.) 
: System of Logic,BEk.2,chap.6,2. 


2.13(224)” 几何、 理论 算术 和 代数 ,这 些 学 科 除了 定义 
和 公理 之 外 ， 没 有 其 它 原则 ， 除 了 演绎 以 外 ， 没 有 其 它 证 明 
过 程 。 但 就 在 这 一 过 程 中 ， 却 已 综合 了 简单 性 、 复 杂 性 、 严 
密 性 和 一 般 性 ， 这 一 特性 是 不 为 其 它 I 
一 远 吾 人 W) 下 SEE 
. The -Philoso phy oj the poe Sieg 
Part 1 ,Bhk.2,chap. 1, Sect.2CLondon,1858) 
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2. 146229) … 数 学 知识 有 三 个 不 同 于 其 它 知识 药 主 
ES 果 具 有 
真理 性 ; 其 二 是 数学 知识 力 是 获得 其 它 正确 知识 的 必 经 的 第 
一 步 ， 其 三 号 数字 估 识 的 获得 并 个 仿 及 于 其 它 人 
伯 符 (Schubert,H.). | i 

Mathematical ys and eden on 
(Chicago, 1898), p.358., 


.2.15(234) “数学 家 毫 不 顾及 声明 或 猜想， 他 们 仅仅 根 
据 定义 和 公理 ， 并 用 论证 和 推理 来 演绎 每 一 件 事 。 事 实 上 ， 
现在 把 那些 仅 由 猜想 或 假说 建立 起 来 的 理论 称 之 谓 科学 是 不 
正确 的 ,因为 猜想 往往 求助 于 某 种 见解 或 主张 ,因而 它 不 能 由 
此 而 产生 知识 。 雷 德 ， 汤姆 斯 (Reid, [homas) 
Essays on the Intellectual Powers of M- 
an, Essayl,chap.3. 


.2.16(238) ”任何 可 靠 的 推理 过 程 ， 都 不 可 能 产生 不 包 
含 在 前 提 中 的 结果 。~ 一 一 梅 洛 尔 (Melipr,J.w.) 
Higher Mathematics for Students of 
Chemistry and physics(New York,1902), 
力 52 


2.17(241) 在 数学 中 ， 若 把 每 一 件 事 都 简化 为 直 党 知 
识 , 则 其 证 明 就 会 变 得 极其 元 长 ,因此 数学 家 总 是 聪明 地 把 困 
难 加 以 分 解 ， 进 而 分 别 地 去 证 明 一 系列 中 间 命 题 ， 其 中 当然 
包含 着 许多 技巧 。 中 间 定 理 ( 通 常 称 为 引 理 ) 往 往 可 用 多 种 方 
法 去 设计 ， 为 了 便于 理解 和 记忆 ， 最 好 选择 那些 证 明 过 程 简 
短 易 行 的 结果 作为 中 间 定 理 。 但 应 指出 ， 要 想 论 证 所 有 的 公 
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理 , : 江 把 这 些 论证 全 部 简化 为 直觉 知 识 是 极其 困难 的 。 如 果 
我 付 过 类 就 想 这 么 做 ，: 那 亲 个 会 有 今天 站 册 何 学 。 0 
尼 效 (Leibniz,G,W:) | 

New Bssay 。 on Human en Ch 
相 万 R .4 eaps. 2,8. 


2.18(242) ”在 纯 数 学 中 ， 各 种 不 同类 型 的 真理 都 ， 必须 
是 相互 联系 和 相互 制约 的 (同时 还 必须 和 那些 作为 科学 原 理 
芍 假设 而 互相 联系 着 ) ,由 于 原理 为 数 其 少 ， 因 此 各 部 分 的 安 
排 就 必须 十 分 妥善 ,在 科学 中 ;值得 我 们 称赞 的 是 那些 为 数 众 
多 而 又 令 人 惊奇 的 结论 均 可 从 如 此 之 少 的 前 提 下 济 绎 出 来 。 
一 一 斯 过 沃尔特 ， 杜 格 尔 德 (Stewart, Dugald):™ 
I .The Elements of the Philosophy of the 
Human Mind,Part 3; Sih 1,sect.3, 
2.19(243) 玫 学 中 有 许多 争议 不 是 关于 事物 之 真人 的 
争论 , 而 往往 是 关于 某 种 数学 证 明 过 程 是 否 还 能 进一步 简化 ， 
或 者 是 关于 被 证 明 的 命题 对 科学 的 发 展 是 否 具 有 十 分 重要 的 
意义 ,或 者 该 命题 是 否 为 某 些 其 它 和 更 容易 发 现 的 普遍 真理 之 
i - 肖 伯 特 (Schubert,H.): 
: Mathematical. EN ‘arid. Recreations 
UN Ps 28. 


-2 20C248) 历史 使 人 瑞明 ， 诗歌 使 人 机 知 ， 数学 使 人 
精细 ， 哲学 使 人 深 疼 ， 道德 使 人 严 者 ,逻辑 与 修 生 使 人 普 关 
本 弗朗西斯 (Bacon， i 
SS 人 4 Situdies.: 
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“2.21C249) :数学 家 们 只 处 理事 物 的 两 种 性 质 . 即 事物 
的 量 性 与 广 延 性 。 他 们 过 去 所 希望 从 事 的 归纳 方面 的 工作 晤 
已 完成 ,而 现在 则 除了 演绎 和 证 明之 外 再 不 从 事 其 它 工作 了 。 
一 一 休克 斯 列 (Huxley,T.H 
On the Educational Value he Natur— 
al History Scienes; Lay Sermons, Addr-— 
sses and Bd York, 1872)， 
rr.87. 


2.22(250) 数学 是 这 样 的 学 科 ， 它 对 观察 、 经 验 ,归纳 
与 因果 关系 都 是 不 了 解 的 。( 请 参阅 对 照 下 述 2.23 条 内 容 》 
一 一 休克 斯 列 (Huxley,T.H.)》 
The Scientific Aspects oy positrivism, 
Forinightly Review(1898);Lay Sermons, 
Addresses and Reviews, (Vew York, 
1872),p.169. 


2.23(251》 有 人 说 ; “数学 是 这 样 的 学 科 ， 它 对 观察 ,经 
验 、 归 纳 与 因果 关系 都 是 不 了 解 的 ”但 我 认为 如 下 的 事实 也 
是 无 可 辩 驶 的 ， 即 数学 分 析 经 常 需要 借助 于 某 些 新 原理 、 新 
思想 和 新 方法 ， 这 些 都 个 是 随意 地 用 一 些 文字 就 能 定义 出 来 
的 。 它 们 都 来 自 于 人 类 智力 活动 的 一 种 内 在 能 力 ， 来 自 思想 
内 部 世界 的 不 断 更 新 。 在 这 个 内 部 世界 中 ,现象 也 是 不 断 地 变 . 
化 着 的 ， 因 而 也 要 像 人 们 分 辨 外 部 物理 世界 那样 细心 池 去 分 
辨 这 些 现象 ,就 像 分 辨 物体 及 其 影子 ,或 像 分 状 一 个 人 握 住 另 
一 个 人 的 拳头 那样 去 分 辩 其 间 的 关系 。 因 而 经 常 需要 观察 种 
比较 ,而 进行 观察 和 比较 的 主要 武器 之 一 就 是 归纳 ,所 以 数学 
分 析 就 经 常 求助 于 实验 和 检验 ， 它 给 想象 与 发 明 提供 了 无 券 - 


塞 尔 维 斯 脱 elvester 本 ] .) 

Presidential Address to British Associa 
-tion, Exeter British Association Report 
(1869), pp,1—98; Collected Mathematical 
Papers,V ol.2,p.654. : 


个 练习 的 机 会 "一 


2.24(258) 数学 发 明 创造 的 动力 不 是 推理 ， 而 是 想象 
力 的 发 挥 。 一 一 德 ` 摩根 (De Morgan，A.) 
Quoted in Graves’ Life of Sir W.R. 
Hamilton, Vol.3(1889),p.219., 


2.25(259) 数学 中 也 有 惊人 的 想 象 …… 再 说 一 遍 ， 阿 
基 米 德 (Archimedes) 脑海 中 的 想象 远 比 古 希腊 大 诗人 荷 马 
(Homer) 头脑 中 的 想象 丰富 。 沃 尔 泰 尔 (Voltaire) 
A philosophical Dictionary (Boston,1881), 
Vol.3,p.40. Article“JImagination.” 


2.26(263) 数学 研 究 与 数学 知识 的 本 质 特征 在 于 如 下 

三 个 方面 ， 其 一 是 对 于 古老 的 数学 发 现 与 数学 真理 的 保守 态 

度 ; 其 二 是 采取 在 已 有 成 果 的 基础 上 获得 新 知识 的 发 展 方式 ， 

其 三 是 维持 一 种 目 给 自足 的 绝对 独立 性 。 一 一 站 伯 将 (Sch- 

ubert,H. ) 

Mathematical. Essays and Recreations (c™ 
hicago,1898),p.27., 


2.27(267) 于是 种 科 汉 浪 漳 相 向 的 不 可 训 和 的 改 ; 


ee ,1.3,Pp,498., 


2 .28 C268) 精通 数学 分 析 的 专家 都 知道 ， 数 学 分 泊 痊 
目的 不 在 于 简单 的 数字 计算 ， 耐 是 要 去 寻找 那些 不 能 以 数字 
表达 的 数量 关系 ， 以 及 那些 不 能 以 代数 式 表 示 而 又 合乎 规律 
的 函数 关系 。 一 一 河 诺 特 ， 奥 格 斯 廷 (Cournot, Augustin 》 

Mathematical Theory of the Principles 
of Wealth CBacon, N.T7.), Ce York, 
了 897) ,Pp:;3. 


2.29(269) 空间 和 时 间 症 数学 的 王国 。 数 学 在 村 空 中 

是 至 上 的 ， 在 那里 ， 除 了 顺序 之 外 别 无 其 它 ， 除 了 数学 规 委 

之 外 什么 也 不 发 生 。 数 学 的 神秘 书卷 是 为 那些 能 以 阅读 它 的 

过 去 、 现 在 和 未 来 的 人 们 书写 的 ， 任 何 知 识 素材 都 有 数 、 序 、 

位 。 在 宇宙 中 ， 它 们 是 知识 素材 的 第 - 一 外 形 。 一 一 斯 浚 铁 斯 
屋 德 (9pottiswoode ， W.) 

Quoted in Sonnenschein’s Encvyclopedioa 


of Education(London,1906),p.208. 


2.50(273) 数学 和 辩证 法 一 样 ， 都 是 人 类 高 级 理性 的 
体现 。 当 它 在 演变 时 ， 就 和 雄辩 术 一 样 ， 都 是 一 种 艺术 。 两 
ee hd 数学 是 无 形 物 ， 它 既 可 以 计算 便士 ， 

人 这 正如 修 苹 学 不 管 真 伪 一 样 。 


~ Wilhelm Meisters Wonderiahre, Zweites 
Buch. 


从 


3.1(304) ”数学 … ~ 是 级 心思 考 的 准则 与 理想 物 。 
堆 尔 ， 斯 朗 雷 (Hall,(.Slanley) 
Edqucatiornal Bremen York,1911), 
p.393. 


5.2(305) 数学 是 真实 的 玄学 体系 。 一 一 汤姆 过 〈 开 尔 
文 勋 酮 )[Thomson, W.(Lord Kelvin)) 
: ‘Thompson, S.P. :Life of Lord Kelvin, 
‘London, 1910), p.10. 


5.5(307) 数学 的 推理 是 一 :种 完美 的 推理 。 巴尔 奈 
特 (Barnett,P。 A.) | 
Common Sense 1h Education and Treaching 


(New Y ork, 1905),p. 222. 


ed) 几 学 系统 一 旦 在 少数 公理 和 原始 定 叉 的 项 
上 完美 地 建立 起 来 ， 则 就 构成 了 一 个 坚 如 换 石 那样 的 基础 。 然 
后 年 覆 一 年 地 发 展 和 成 长 ， 最 终 形成 一 种 能 为 人 类 理性 所 引 
已 目 素 的 坚 国 每 利 。 一 一 雷 德 ， 汤 姆 斯 (Reid, Thorias) 
Essays on the Intellectual .Powers of M ax 
61 
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ps th nt A 


5.5(309) 简 卡 尔 (Descartes) 的 解析 几何 与 牛顿 、 莱 
布 尼 效 (Leibniz) 的 微 积分 已 被 扩张 到 罗 巴 切 夫 斯 基 (Loba- 
chevsky) ` 黎 曼 (Riemann) ,高 斯 ((rauss) 和 塞 尔 维 斯 脱 (S 一 
ylvester) 的 奇异 的 数学 方法 中 (这 种 扩张 比 哲学 史上 所 记载 
的 任何 一 门 学 科 的 扩张 更 大 胆 ) 。 事 实 上 ， 数 学 不 仅 是 各 门 科 : 
学 所 必 不 可 少 的 工具 ， 而 且 它 从 不 顾及 直观 感觉 的 约束 而 自 
由 地 飞翔 着 。 历 史 地 看 ， 数 学 还 从 没有 像 今 天 那样 表现 出 对 
于 纯粹 推理 的 至 高 无 上 。 一 一 巴特 勤 尔 ， 尼 古 控 产 莫 莱 
(Butler, Nicholas Murray) 
The Meaning of Education and other E's- 
says and Addresses(New Y ork,1905),p.45 ， 


5.6(310) ”数学 是 科学 的 大 门 和 钥匙 …… 忽 视 数学 必 

将 伤害 所 有 的 知识 ， 因 为 忽视 数学 的 人 是 无 法 了 解 任何 其 它 

科学 乃至 世界 上 任何 其 它 事物 的 。 更 为 严重 的 是 ， 忽 视 数 学 

的 人 不 能 理解 到 他 自己 这 一 玖 忽 ， 最 终 将 导致 无 法 寻求 任何 
补救 的 措施 。 一 一 培根 ， 洛 格 尔 (Bacon, Roger) 

Opus Majus, Part4, Distinctia Prima,cap. 1. 


- ”3.7(312) 数学 不 应 被 想象 为 一 种 费解 、 难 懂 而 又 违背 
常识 的 东西 。 实 际 上 ， 数 学 正 是 常识 的 精微 化 。 一 一 汤姆 进 
(开尔文 助 责 )5Thomson， WW.(Lord Kelvin)) 
可 人 Thompson, S P., :Life of Lord Kelvin 

~ (Lond on, 1910),p. 1139,. 


3: 8(313) 数学 的 发 展 与 关 和 国富 和 亲密 切 相 
关 。 一 一 拿破仑 (Napoléon 1.》 本 
Corresbond ance、de'、Napoleonyf.24(1968) 

p.112. 


三 对 数 : 兰 的 评价 


ee 


:3 ,9(314) 对 手数 学 的 酷爱 ， 不 仅 在 理 裴 之 中 与 加 俱 增 ， 
而 县 在 军队 中 也 是 . 一 样 ， 对 此 已 在 上 次 经 中 分 六 作出 
来 了 。 莲 乃 派 脱 (Bonaparte) 自己 就 有 很 好 的 数学 素养 ， 

然 ， 不 能 要 求 所 有 学 过 数学 的 人 ， 部 能 成为 拉 普 科斯 (49- 
lace) 或 找 洛 朗 H (CLagrange) 那样 的 几何 学 家 ， 或 者 都 成 为 
莲 乃 派 脱 那样 的 英雄 。 但 是 ， 数 学 毕 竞 在 他 们 的 头脑 中 留 下 
了 瘦 迹 ， 这 就 能 使 他 们 比 未 经 数学 训练 的 人 作出 更 多 的 贡献 
或 从 事 更 多 的 工作 。 一 一 拉 兰 德 (Lalande) 
Quoted in Bruhns’ Alexarder yon Hum’-— 
oldt(1872), Bd.1,p.232. 


5.10(315) 在 纯 数学 中 ,所 有 的 真理 都 是 必然 地 相互 
联系 制约 着 的 ( 同样 也 和 那些 作为 科学 原理 的 假设 必然 地 相 
互联 系 着 )， 而 且 各 个 数学 定理 的 安排 都 是 十 分 匀称 完美 ， 特 
别 令 人 闭 募 而 惊奇 的 是 各 种 各 样 的 结论 竟然 都 是 从 如 此 之 少 
的 前 提 之 中 演绎 出 来 的 。 一 一 斯 泰 沃 尔 特 ， 杜 格 尔 德 ( Ste- 
wart， Dugald) 

Philosophy of the- Human Mind， -Part 3， 
chap. 了 Sect. 3; ;Collectéd WorksCHamilt- 
om (Edinburgh, 1854), Vol. 工 和 a 


3.11(319) 许多 艺术 能 够 美化 人 们 的 心灵 ， 但 却 没 有 
娜 一 入世 术 篇 册 娄 学 更 有 成 去 美化 和 修 杀人 们 的 
一 一 毕 灯 斯 雷 (Billingsley ,于 . ) 国 
~ The Elements oj Geometrie of the most 
ancient Philosopher Euclide. of Megara(L- 
‘ondon,1570), Note to the Reader. 
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a 


3. 12C320) 正如 太阳 以 其 自身 的 光辉 致使 其 他 星 球 睹 
然 失色 那样 ,一 个 有 知识 的 人 ,如 果 他 能 提出 代数 问题, 则 就 、 
会 声誉 超群 ， 如 果 他 还 能 解决 代数 问题 , 则 将 声名 赫赫 ,一 一 
布朗 麻 古 勃 特 (Brahmagupta) 
Quoted in Cajori’s History of Mathemat— 
iCS(New Y ork, 1897),p.92. 


5. 13C321) 古代 十 分 重视 数 与 形 。 德 资 克 利 特 (Demo- 
critus) 视 原子 之 形 为 万 物 的 第 一 原则 , 而 毕 达 哥 拉 斯 (Pyth- 
agoras) 则 视 数 为 万 物 之 本 源 。 一 一 培根 盎 历 (Bacon, Lord》 

De Augmentis, Bk.3; Advancement of L- 
varning, BR.2. 


3.14C326) 没有 哪 一 门 科学 甬 比 数学 更 为 清晰 地 阐明 
自然 界 的 和 谐 性 。 卡 洛斯 保罗 《Carus， Pauly 

“Andrews; Mayic S quares and CUOES CAD 
CC90o，1908) ， Introduction. 


5.15(329) ”数学 是 至 上 的 。 数 学 是 上 帝 的 生 命 。 神 灵 
的 信使 就 是 数学 家 。 纯 数学 就 是 宗教 。 获 得 数学 需要 借助 于 
神 的 显现 。 一 一 努 瓦 列 斯 (Novalis) 
SchriftenCBerlin,1901), Bd .2 223 . 


5.16(333)， 和 牛顿 的 发 现 为 英国 和 全 世界 作出 了 巨大 的 
贡献 。 这 一 贡献 超过 全 部 英国 王朝 所 做 的 一 切 。 我 们 也 毫 不 
怀 恬 地 认为 ，1853 年 险 密 尔 袁 (Hamilton) 色 元 数 理 论 的 诞 
生 ， 它 给 人 类 岂 带 来 的 利益 ， 决 不 比 维多利亚 (Victoria) 王 
朝 的 任何 业绩 避 色 。 一 一 希 尔 ; 汤 姆 斯 (Hill, Thomas) 


~ Imagination in Mathematics; North Ame-— 


ricon Review,Y ol.835,p.228. 
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5.17(334) 几何 与 机 械 现 象 是 最 普遍 、 最 简单 和 最 抽 
象 的 ， 由 此 可 得 结论 ， 学 习 任 何 东 西 的 必 不 可 少 的 第 一 步 就 
是 学 习 数 学 。 数 学 在 科学 的 等 级 中 必然 是 最 上 层 的 ， 并 且 不 
论 对 普通 教育 还 是 专门 教育 来 说 ， 数 学 教育 乃 是 任何 教育 的 
起 点 。 一 一 科 姆 特 (Comte,A.) 

Positive PhilosopnyCMartineau) ntroduci— 
10n,chap .2. 


4.1(401》 ”数学 的 性 质 与 结构 ， 决 定 其 率 材 与 内 容 特别 
适宜 于 中 学 教育 ， 特 别 是 高 中 的 数学 课程 ， 虽 然 都 是 些 用 初 
级 形式 表述 的 基础 知识 ， 但 其 后 续 学 科 所 要 求 的 种 种 特 竹 却 
已 被 组 合 在 其 中 。 数 学 能 够 集中 ,加速 和 强化 人 们 的 注意 力 ; 
能 够 给 大 发 明 创造 的 精细 与 廊 慎 的 谦虚 精神 能够 激发 人 们 
追求 真理 的 勇气 和 自信 心 。 数 学 揭示 着 事物 的 本 质 与 内 核 ， 
它 以 形式 简单 而 内 涵 丰 富 为 其 特征 。 数 学 从 深度 与 广度 两 个 
方面 去 揭示 隐藏 在 表面 现象 后 面 的 客观 规律 和 思想 要 素 ， 并 
且 一 点 一 滴 地 将 其 发 展 的 动因 推 向 前 进 。 数 学 又 促进 了 艺术 
感知 、 得 体 的 判断 与 实施 ， 以 及 事物 之 科学 的 概括 与 综合 。 
因此 ,数学 比 起 任何 其 他 学 科 来 ,更 能 使 学 生得 到 充实 和 增添 
知识 的 光 涟 ， 更 能 锻炼 和 发 挥 学 生 们 探索 事理 的 独立 工作 能 
力 。 数 学 能 够 集中 学 生 们 的 智力 活动 ,并 使 他 们 专心 致 志 , 从 
而 使 得 学 生 们 能 以 了 解 目 己 的 才能 ,疑问 ,自信 心 和 获得 工作 
中 的 喜悦 ,数学 又 往往 以 其 独特 的 风格 而 引人入胜 ,并 由 于 其 
方法 的 普遍 适用 性 和 应 用 的 广泛 性 而 使 人 深信 不 疑 , 因 此 ,学 
生 们 所 接受 的 数学 知识 ， 以 及 他 们 为 了 获得 正确 的 数学 概念 
和 求解 数学 问题 所 作出 的 努力 ， 都 会 使 得 他 们 更 加 成 熟 而 机 
灵 ， 进 而 得 以 摆脱 事物 的 表面 现象 而 深入 事物 的 本 质 。 如 此 
就 能 大 大 激发 学 生 们 的 强烈 的 求知 欲 ， 而 促使 他 们 认真 地 为 
进入 高 等 学 府 深造 而 作 好 准备 ,一 一 犹 尔 曼 (Dillmann, 上 .)》 

Die Mathematik die Fackeltrdgerin eirner 
neuer ZeitCStuttgart, 1889), p.40. 
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ee 


4.2(453) 在 中 于 册 丰 站 课程 中 没有 哪 一 门 课程 能 像 
析 导 数学 震 样 容易 使 初 滨 者 产生 那 种 治 南 、 直 悉 、 动 人 而 又 
朴素 的 回想 。 一 一 近 尔 斯 ， 乔治 (Myers,George) z 
Arithmetic in Public School Education 
(Chicago,1911),p.8, 


4.5(404) 数学 是 一 种 思维 形式 ， 它 牢固 地 扎根 于 人 类 
智慧 之 中 ， 即 使 是 原始 民族 ， 也 会 在 某 种 程度 上 表现 出 这 种 
数学 思维 的 能 力 ， 并 且 随 着 人 类 文明 的 发 展 而 发 展 荐 …… 数 
学 表现 了 人 类 思维 的 本 质 和 特征 ， 并 在 任何 国家 与 民族 的 文 
明 中 都 会 有 所 体现 ， 因 而 在 当今 意义 下 ， 任 何 一 种 完善 的 形 
式 化 思维 ， 都 不 能 忽略 这 种 数学 思维 形 
J.W.A.) 


The Teaching of Mathematics (London, 
1907),p.14; : 


4.4(406) 数学 一 般 通过 直接 激发 创造 精神 和 活跃 思维 
的 方式 来 提供 其 最 佳 服务 。 一 一 忒 巴特 (Herbart,J.F.) 
Mathematischer Lehrplan fiir Realschuren: 
WerkelK ehrbach) (Langensalza ,1890), Bd. 
Bp.I0, 


: 5408) 教 给 儿童 算术 和 拉丁 语文 法 ， 要 比 教 给 儿童 
修辞 学 和 道德 冰 学 为 好 ， 因 为 儿童 需要 有 正确 的 行为 ， 而 且 
能 力 比 知识 重要 。 区 麦 迁 (Emerson， R. W .) a 本 


Lecture on. Ed ucation, 


a 


ET 


nn, mo 
WA On Studies. 人 


4.7(412) 如果 一 个 人 人像 小 久 闭 样 容易 轨 散 注意 力 ， 于 
么 学 习 数学 当 是 一 种 补救 的 办 法 。 因为 在 从 事 数 学 工作 的 时 
候 ， 即 使 是 一 刹那 间 思 想 不 集 中 ， 那 穴 ， 前 已 所 做 的 数学 证 
明 就 前 功 尽 弃 ， 从 而 必须 重新 开始 。 一 一 增 根 助 朋 (Bacon， 
Lordy) - 
De Augmeniis, BER.6; Advancement of 
Learning, Bh.2. 


4.8(413) 按照 形而上学 哲学 家 们 自己 的 观点 ， 他 们 把 
数学 看 成 是 教育 的 工具 ， 认 为 数学 教学 能 够 训练 人 们 集中 注 
意 力 ， 提 高 对 次 序 观 念 的 感知 能 力 与 构造 能 力 。 数 学 还 能 使 
人 们 学 会 运用 简单 公式 去 掌握 物理 现象 的 量 性 差别 。 A 
维特 (Jowett,B.) 

Dialogues of Plato(New ] York,1897),V ol. 
J ?8. 


4.9(415) 数学 的 另 一 个 伟大 而 又 特殊 的 优点 是 要 求 数 
学 工作 者 必须 自觉 地 努力 和 勤奋 。 把 一 个 学 生 送 进 一 所 教学 
环境 英 好 的 学 校 去 学 习 ， 要 想 仅 仅 通 过 某 种 轻松 而 又 偶然 的 
机 会 ,就 把 他 造就 为 一 个 数学 家 是 决 不 可 能 的 。 良好 的 学 习 环 
境 仅仅 是 造就 人 才 的 预备 条 件 ， 能 否 取得 杰出 的 成 就 ， 必 须 
依靠 自己 的 努力 奋斗 。 一 一 托 德 男 脱 ， 依 萨 克 (Todhunter， 
lsaac) so ， + RE 人 
Confliot of Studies(London,1873)’, #.2, 
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4. 10C418) 数学 是 “西点 军校? 3 ?学 生 所 必修 的 基础 课 

程 之 一 ,其 所 以 这 样 做 ， 正 是 因为 数学 的 学 习 能 严格 地 培训 

学 员 们 把 握 军事 行动 的 能 力 与 适应 性 ， 能 使 学 员 们 在 军事 行 

动 中 的 那 种 特殊 的 活力 与 灵活 的 快速 性 互相 结合 起 来 ， 并 为 

学 员 们 进入 和 驰 对 于 高 等 军事 科学 领域 而 铺 平 道路 。 
Congressional Comimitte on Military ® 
Affairs, 1834;U .SS. Bureaue of Education, 
Bulletin 1912,No.2,p.10., 


C*] 西点 军校 是 闻名 于 世 的 美国 军校 ,被 誉 为 西方 名 将 扬 人 览 。 该 
校 创建 于 1802 年 。 校 址 座 落 在 纽约 上 州 的 大 鳅 山 楚 。 西 点 军校 的 培养 
目标 不 是 沙场 上 冲锋 陷 阵 的 勇士 ， 而 是 运筹 帷 慢 的 将 帅 。 要 求学 员 情 
古 通 今 ， 能 文 能 武 。 美 国 许 多 高 级 将 领 都 是 西点 军校 的 毕业 生 。 第 一 
次 世界 大 战 时 美国 欧洲 远征 军 司令 潘 兴 ， 第 二 次 世界 大 战 名 将 巴顿 、 
艾森豪威尔 以 及 五 星 上 将 麦克 阿 琶 ， 都 毕业 于 西点 军 校 。 一 一 译 者 注 


4.11(420) 数学 不 仅 具 有 其 他 学 科 ( 如 外 语 、 美 术 以 及 
别 的 自然 科学 等 ) 所 具有 的 优点 ， 而 且 在 更 高 的 程度 上 具有 
其 他 学 科 所 不 具有 的 优点 。 

绝 大 多 数 读者 都 会 同意 这 样 一 种 意见 ， 一 次 公开 讲演 被 
称 得 上 是 成 功 的 ， 其 基本 条 件 首先 是 能 使 听讲 者 的 注意 力 集 
中 地 听讲 ， 而 最 终 又 能 使 听讲 者 从 讲演 中 吸取 全 部 有 益 的 东 
西 。 应 该 说 ， 数 学 讲演 是 最 容易 使 讲演 者 实现 上 述 基本 条 件 
的 ,这 一 点 是 任何 别 的 学 科 都 不 能 与 数学 相 比 的 。 在 数学 中 ， 
推理 的 严谨 与 证 明 的 严格 , 即 一 步 一 步 地 从 约定 的 假设 出 发 ， 
直至 所 求 结论 的 出 现 ,都 能 使 学 生 们 得 到 智力 上 的 良好 训练 。 
几乎 没有 其 他 环境 能 像 数 党 那样 使 学 生 们 如 此 直觉 地 感到 思 
想 的 重要 性 ， 而 置 风格 于 泥 关 紧要 的 位 置 。 密 没有 其 他 环境 
能 像 数 学 那 祥 简单、 得体、 容易 和 不 受 干扰 地 使 学 生 们 自然 
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而 又 健康 地 成 长 。 须知 风格 力 是 一 种 文学 习惯 的 形式 , 它 不 过 

是 一 种 背景 ,而 且 最 终 会 消失 -然而 作为 个 性 的 表现 而 言 ， 却 
是 与 学 生 们 的 连续 不 断 的 发 展 与 成 长 中 的 活动 不 可 分 制 的 。 
在 这 些 活 动 中 ， 学 生 们 经 常 向 他 们 的 智力 对 手 们 去 演说 ， 并 
在 演说 中 去 作 一 系列 的 推理 。 

粕 拉 图 (Plato) 曾 在 他 的 哲学 学 校 的 大 门 上 贴 上 “不 熟悉 
几何 学 的 人 请 勿 入 内 ”这 样 的 格言 。 人 们 可 能 希望 在 科学 与 艺 
术 的 讲演 大 厅 的 入 口 处 也 写 上 这 样 的 格 育 。 一 一 怀特 (Whi- 
te, W.F.). 

A es of Elementary Mathematics 
(Oe, 1908) :p. 210, 


4.12(421) 数学 内 容 是 运用 包含 着 大 量 符号 的 数 学 语 
言 来 表述 的 ， 因 而 数学 训练 能 为 学 习 其 他 科学 作出 最 好 的 准 
备 …… 世 界 上 任何 科学 工作 都 需要 运用 与 精通 符号 。 一 一 蕊 
《Young,J.W.A.) 

The Teaching of Mathematics(New ork 
1907) ,pb .42. 


4.15(425) ”以 前 我 曾 说 过 ， 数 学 ， 特 别 是 其 中 的 代数 
学 ， 能 给 人 们 对 于 事物 的 理解 与 认识 提供 新 的 帮助 与 启 发 。 
我 这 样 说 ， 并 不 是 要 求 每 一 个 人 都 成 为 高 明 的 数学 家 或 造 计 
精深 的 代数 学 家 ， 而 只 是 认为 学 习 数 学 ， 对 一 个 人 的 成 长 和 
发 展 是 非常 有 益 的 。 首 先 ， 经 验 告 诉 我 们 ， 学 习 数 学 的 人 懂 
得 如 何 进行 完善 的 推理 ， 一 个 人 仅仅 知道 他 所 满意 的 那些 事 


。” 情 是 很 不 够 的 。 其 次 ， 数 学 能 够 帮助 学 生 们 去 更 好 地 学 习 其 


他 课程 。 人 们 在 学 习 过 程 中 ， 可 能 会 自 认 为 自己 的 理解 力 如 
何 高 超 ， 但 在 许多 情况 下 ， 往 往 会 由 于 对 事物 的 表面 理解 与 
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肤浅 认识 而 导 歌 失败 ， 因为 对 于 事物 的 肤 法 认识 与 表面 至 佣 ， 
会 使 人 不 了 解 自己 对 事物 的 主观 腾 断 ， 以 致 不 能 对 该 事物 进 
行 扩展 ， 进 而 就 不 能 发 挥 和 发 展 自身 之 理解 力 的 敏锐 性 和 浴 
延性 。 一 一 洛克 ， 约翰 (Locke ,JohnJ 

The Condtct 人 Understanding, Sect. 人 


4.14C426) 我 曾 说 过 ， 数学 是 一 种 方法 。 数学 能 使 人 
们 的 思维 方式 严格 化 ， 养 成 有 步 又 地 进行 推理 的 习惯 .当然 ， 
我 并 不 主张 所 有 的 人 都 成 为 知识 渊 搏 的 数学 察 , 而 只 是 认为 ， 
人 们 通过 学 习 数 学 ,能 使 他 们 的 理智 获得 逻辑 推理 的 方法 ,由 
此 他 们 就 可 能 去 把 知识 进行 推广 和 发 展 , 对 于 种 种 推理 而 言 ， 
每 个 论点 都 要 像 数 学 证 明 那 样 去 论证 ， 和 弄 明 白 各 种 观点 之 间 
的 相互 联系 和 相互 依存 关系 ， 直 到 找 出 其 中 之 根源 与 本 质 所 
在 为 止 。 一 一 洛克 ， 约 翰 (Locke,John) 

The Conduct of the Understanding, Sect.7. 


”4.15(427) 纯 数学 的 学 习 和 研究 ,作为 推理 能 力 的 训练 
而 言 ， 则 是 最 好 没有 的 。 因 为 数学 推理 是 一 种 纯粹 的 逻辑 推 、 
理 ， 因 而 不 会 受 武断 的 影响 。 数 学 的 优越 之 处 在 于 一 旦 开始 
研究 了 某 一 事物 , 便 能 在 智力 练习 中 对 事物 进行 分 解 与 组 合 。 
一 一 温 特 雷 (Whately,R.) z 
. Annotations to Bacon’s Essays (Boston, 
A La Pg: 


4.16(428) 色 典 的 评论 都 认为 ， 九 何 就 是 极 好 的 好 加 ， 

= 贝克 莱 ，: 乔 治 (Berkely ,George) 
The Anal yst, ens cordon 1898)， ol 
3， pb. ‘10 1: a 


推理 的 训练 ， 并 且 不 再 完成 权 生 证据 或 由 结合 实例 而 上 升 到 
普遍 命题 的 困难 任务 ; 如 果 我 们 只 是 简单 地 希望 知道 如 何 处 
理 所 获 之 命题 ,以 及 如 何 根据 这 些 您 题 去 进行 演绎 推理 ,那么 
显然 地 我 们 就 必须 在 自己 的 思想 宝库 中 存放 那些 正确 的 原 
理 ， 特 别 是 那些 最 原始 的 公理 或 原则 ,都 必需 是 正确 无 误 的 。 
事实 上 ,如 果 我 们 的 思维 过 程 导致 了 错误 的 结论 ,这 可 能 就 是 
由 于 一 开始 就 接受 了 错误 的 前 提 , 在 此 情况 下 , 则 无 论 我 们 的 
推理 过 程 是 如 何 无 误 ,也 不 可 能 再 从 错 误 的 结论 中 解救 出 来 。 
” 另 一 种 情况 可 能 是 原始 依据 无 误 , 但 在 推理 过 程 中 出 现 失 误 ， 
因而 导致 错误 结论 。 在 数学 或 其 他 纯 科学 中 ,在 几何 ,算术 , 代 
数 、 三 角 学 ， 以 及 关于 变量 或 曲线 的 微 积分 中 ， 其 最 原始 的 
原则 是 没有 也 不 可 能 有 错误 的 ， 因 而 我 们 在 此 就 只 要 把 注意 
力 集中 于 推理 过 程 。 上 述 这 些 学 科 都 是 基于 空间 与 数 的 原始 
真理 的 ， 因 而 通常 认为 这 些 学 科 所 提供 的 理论 都 是 正确 的 理 
论 。 柏 拉 图 曾 在 他 的 哲学 学 校门 口 张榜 声明 ;“ 不 熟悉 几何 学 
的 人 请 匆 入 内 ”。 但 这 并 不 表示 那些 涉及 线 与 面 的 问题 要 在 他 
的 各 种 课程 中 进行 讨论 ， 相 反 地 ， 他 所 注意 的 那些 论题 ， 却 
都 是 些 关 于 社会 的 、 政 治 的 和 道德 的 深刻 问题 ， 对 于 这 些 问 
题 的 探索 ， 思 维 本 身 也 能 受到 人 锻炼。 柏拉图 及 其 追随 者 企图 
得 到 关于 人 的 存在 、 责 任 、 尊 严 及 人 们 与 他 们 所 面 对 的 上 帝 - 
与 未 知 世 界 之 关系 的 结论 。 然 而 几何 与 这 些 事情 有 什么 关系 
呢 ? 简 言 之 ， 一 个 人 如 果 没 有 经 过 系统 的 推理 思维 的 严格 训 
练 ， 他 就 不 能 适应 讨论 和 探索 上 述 那 些 高 级 的 论题 。 人 们 所 
需 获 得 之 逻辑 知识 与 从 几何 党 中 获得 的 知识 十 分 相似 ， 几 何 
学 在 柏拉图 时 代 是 唯一 的 被 系统 化 了 的 科学 。 在 我 们 英国 也 
是 长 期 地 在 同样 的 原则 之 下 行动 的。 我 们 未 来 的 律师 、 牧 师 
和 政治 家 都 要 在 大 学 里 学 习 有 关 有 曲线 、 角 度 、 数 量 及 比例 等 
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数学 知识 ;这 并 不 是 因为 这 些 数学 课程 与 他 们 的 生活 需要 或 
下 读 方 向 有 多 大 的 关系 ， 而 是 因为 他 们 通过 学 习 这 些 数学 知 
识 ,就 能 使 之 养 成 坚定 不 移 的 .严格 而 精确 的 恩 维 习 惯 ,这 对 于 


今后 取得 成 功 是 必 不 可 少 的 ,一 一 费 契 (Fitch,]J.C.) 
-Lectures on Teaching(New York, 1908), 
pp.291—292., ; 


4.18(430) ”众所周知 ， 善 于 推理 的 能 力 不 是 天 生 的 ,经 
验 告诉 我 们 ， 教 育 能 促使 那些 潜在 能 力 的 发 展 ， 如 果 没有 教 
育 ， 这 些 潜 在 能 力 就 发 展 不 起 来 。 正 如 要 获得 游泳 和 筑 围墙 
的 技术 ， 就 必须 先 去 学 习 游泳 和 筑 围墙 一 样 ， 要 获得 推理 的 
技巧 和 具有 推理 的 能 力 ， 也 必须 先 去 学 习 推理 。 为 了 推理 ， 
我 们 要 选取 和 掌握 名 种 思想 与 材料 ， 要 研究 语言 、 数 学 与 历 
史 。 当 我 们 对 某 些 事物 进行 推理 时 ， 只 要 这 些 事物 确实 是 可 
以 进行 推理 的 ， 那 么 推理 本 身 与 事物 自身 之 间 究 况 是 什么 关 
系 的 问题 不 是 最 重要 的 ， 关 键 是 在 推理 之 外 ， 还 要 用 其 他 方 
法 去 验证 推理 结果 之 真 伪 。 在 推理 过 程 中 ， 我 们 一 旦 确认 天 
然 磁铁 指向 性 之 后 ， 就 要 对 这 一 新 发 现 去 作 应 用 性 研究 ， 并 
在 应 用 中 前 进 。 我 们 在 发 现 新 航道 以 前 ， 必 须 在 已 知 的 港口 
之 间 构 筑 许多 航道 。 因 此 ， 我 们 的 推理 能 力 就 在 于 ， 在 我 们 
完全 相信 机 以 推理 之 前 ， 我 们 可 以 用 其 他 的 方法 来 确证 推理 
要 素 的 真 与 假 。 基 于 下 列 原则 ， 可 以 确认 数学 是 最 适合 于 进 
行 推理 的 学 科 ， 

任何 术语 都 被 清 起 地 解释 ， 且 仅 有 唯一 -的 含义 ， 很 
少 用 两 个 语 来 定 定义 同一 个 概念 。 

2. 原始 公理 来 自 大 量 的 观察 ,并且 都 是 十 分 明白 的 。 

3. 证 朋 过 各 部 关税 地 合 甩 于 加 而 于 不 全 入 ， 不 受 任何 
到 万 意 见 之 约束 或 限制 。 


28 数学 家 言行 录 


4. 推理 结果 之 实 伪 总 能 用 其 他 方法 去 进行 验证 。 例如 > 
人 人 
算术 计算 去 验证 等 等 。 .| z 

5. 数学 中 不 存在 那 种 意义 含混 的 词 ， 种 种 表示 程度 类 
别 的 或 言词 过 甚 的 形容 词 或 副词 都 不 子 使 用 。 一 一 德 ' 摩 根 ， 
奥 格 斯 脱 斯 (De Morgan，Augustus) 

On the Study and Difficulties of Mathe- 
‘matics elon ges 0 了 
As 
.4.19(431) 教育 孩子 的 目标 应 该 时 还 步 地 组 合 他 们 的 
知 和 行 (knowing and doing EWissen and Kénnen]), 在 
各 种 学 科 中 ， 数学 是 最 能 实现 这 一 目标 的 学 科 。 一 一 康德 依 
党 努 尔 (Kant， Immanuel) ee pe 
.Werke [Rosenkranz dl Sohubart], .Bd. 8 
(Leipaig, 1898), b. 409.、 i 


4.20C433) 人 
星球 与 地 层 、 热 与 电 、 变易 与 存在 的 规律 ， 无 不 涉及 数学 真 
理 。 如 果 说 语言 言 反 映 和 揭示 了 造物 主 的 心声 ， 那 么 数学 就 反 
映 和 揭示 了 造物 主 的 智慧 ， 并 且 反 履 地 重复 着 事物 如 何 变易 
为 存在 的 故事 。 数学 集中 并 引导 着 我 们 的 精力 、 自尊 和 愿望 
去 认识 真理 ， 并 由 此 而 生活 在 上 帝 的 大 家 庭 中 正如 文学 话 
导 人 们 的 情感 与 了 解 一 样 ， 数学 则 启发 人 们 的 想象 与 推理 。 
一 一 芜 赛 劳 尔 (Chancejlor， W .上 .) 

: A Theory of Motives, Tdeals and Values 
in Education CBoston and MWey York, 1907)， 
?. 406， 


4.21(435) 完全 次 开 数学 知识 那么 即使 是 失 界 上 最 
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简章 的 现象 也 是 无 法 了 解 的 . 随 着 对 自 自然 界 奥秘 的 深入 探索 ， 


网 时 也 说 使得 数 等 充分 地 发 展 。 一 一 扬 (Young,J.W.A;) 
‘The Teaching of 站 York, 
“1907) 了 16. 


4. 22C436) 对 于 自然 界 的 万 事 万 物 而 言 9 如 果 离 开 了 

数学 的 帮助 ,那么 再 敏感 的 也 不 能 被 发 现 , 再 简明 的 也 个 能 被 

证 明 , 再 灵 巧 的 也 不 能 被 使 用 。 一 一 衣 根 勋 历 (Bacon,Lord) 
De Augmentis, BE:. 23Advancement of Lear 
ning, BR. 9 


4 .23(439) ,数学 知识 对 于 我 们 来 说 ， 其 价 信 不 只 是 由 于 它 
是 一 种 有 力 的 工具 ， 同 时 还 在 于 数学 自身 的 完美 。 在 数学 内 
部 或 外 部 笈 展开 中 ， 我 们 看 到 了 最 纯粹 的 逻辑 思维 活动 ， 以 
te abe he 一 一 普 林 希 姆 ， 阿 夫 雷 德 
《PNngSHeim Alired) 
Ueber -Wert und angeblichen Unwert der 
| me Jahresbericht der ‘Deutschen 
Mothemalaner Ce 13,. 381. 


4， 24C440) ”数学 是 根据 那些 与 数学 相关 的 关系 的 奇 好 
的 人 狂 质 ， 根 据 那些 简明 而 又 确定 的 术语 ， 以 及 那些 在 一 连 串 
定理 中 所 表现 出 来 的 、 令 人 菊 莫 而 又 严格 的 逻辑 推理 去 演绎 
展开 的 ， 这 些 优点 极为 突出 ， 并 且 信 得 人 们 分 别 地 去 作 详 细 
的 阐明 。 一 一 斯 过 沃尔特 桂 烙 尔 德 CStewart, Dugald) 

: ~ Philosophy of ‘the Humaw Mind, te 2 
os SD ne 3 
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4. 25C448) 根据 数学 :中 的 形式 与 内 容 的 交互 作用 学 旦 
们 逐步 地 熟悉 了 数学 方法 ,使 得 他 们 能 以 通过 自己 的 努力 ,在 
一 定 限度 内 产生 和 扩充 自己 的 知识 ， 而 且 日 益 加 强 了 与 这 些 
活动 相关 的 理 入 活动 的 自觉 性 与 自信 心 。 所 有 这 些 都 是 数学 
训练 所 导致 的 、 最 美丽 与 最 杰出 的 结果 。 一 一 普 林 希 姆 ， 阿 
夫 雷 德 (Pringsheim,Alfred) 

Ueber Wert und angeblichen. Unwert der 
Mathematik; Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker Vereinigung(1904), p. 374., 


4.26(450) 数学 使 思维 产生 活力 , 并 使 思维 不 受 偏见 、 
轻信 与 迷信 的 影响 与 干扰 ,一 阿尔 布 斯 伏 尾 ,约翰 (Arbuth- 


not ,jobhn) 


Usefulness of Mathematical Learning. 


4.27(453) ”那些 能 够 克服 困难 而 掌握 数学 知识 的 人 感 
到 学 习 数 学 是 一 种 乐趣 ， 有 时 甚至 着 了 迷 。 数学 离开 宇宙 的 
真实 虽然 还 有 相当 的 距离 ， 但 在 数学 领域 中 却 包含 着 大 量 的 、 
具有 强烈 的 知识 兴趣 感 的 元 素 ， 求 解数 学 问题 时 的 奇妙 手段 
能 使 充满 智慧 的 头脑 欢欣 鼓舞 ， 无 数 的 科学 结构 使 人 们 在 惊 
奇 中 起 乎 所 以 。 贝 因 , 亚 历 山大 (Bain,Alexander) 
~ Education as a ono a York, ee 

pp.1533. | 


4.28(454) ”思维 通过 比较 一 些 概 念 ,并 在 概念 之 间 去 辩 
别 一 些 关 系 的 相似 性 与 差异 性 而 去 进行 推理 。 在 人 们 清楚 地 
理解 特殊 性 的 基础 上 ， 又 通过 思维 去 把 握 普 遍 性 的 真理 。 任 
何 一 个 小 孩 都 能 很 好 地 按 如 下 的 观念 层次 去 考虑 问题 ;2 颗 石 
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子 与 3 颗 磋 子 加 起 来 是 多 少 颗 石子 ? 而 "2 支 错 笔 与 3 支 铝 笔 
加 起 来 又 是 多 少 支 ? 2 个 球 与 3 个 球 加 起 来 是 几 个 ? 2 个 小 孩 
与 3 个 小 孩 在 一 起 是 几 个 小 孩 ? 2 英 时 与 3 英 时 加 起 来 是 多 
少 英 时 ? 2 英 中 与 3 英 只 加 起 来 又 是 多 少 英 中 ? 2 与 3 之 和 
是 多 少 ? 经 过 这 一 连 串 问题 的 思考 之 后 ， 孩 子 们 会 茜 塞 力 开 
地 和 惊 呼 ， 为 什么 总 是 如 此 呢 ? 于 是 ,一 种 乐趣 便 油 然而 生 。 这 
种 乐趣 乃 来 目 于 思维 活动 由 特殊 到 一 般 的 抽象 过 程 ， 这 是 一 
种 由 于 感到 自己 能 够 获得 成 功 而 产生 的 ， 由 生命 的 火花 所 给 
也 的 纯真 的 快乐 ,上述 这 一 发 现 是 很 伟大 的 ,对 思想 所 产生 之 
持续 影响 也 是 确定 无 颖 的。 如 所 知 ， 伟 大 的 生 顿 也 正 是 凭借 
着 这 样 的 抽象 思维 方法 而 发 现 万 有 引力 定律 的 。 孩 子 们 通过 
这 种 发 现 的 乐趣 和 激励 ， 产 生 并 培植 了 酷爱 学 习 的 感情 和 强 
I 良好 的 算术 教学 将 对 这 种 种 发 现 提供 一 系列 
的 机 会 迈 尔 斯 ,乔治 (Myers,George) 

Arithmetic in Public Education (Chicago), 
p,13, 


4.29(458) ”每 一 门 科学 都 有 制 恕 和 消除 易 恕 情绪 的 功 

效 ， 其 中 尤 以 数学 的 制 怒 功效 最 为 显著 。~~ 一 鲁 什 博士 (Dr， 
Rush) 

Quoted in Day’s Collacon(London,no date) 


4.30C(459) 数学 是 宗教 的 朋友 ， 因 为 数学 能 唤起 热情 
而 抑制 急躁 ， 净 化 灵魂 而 使 之 杜绝 偏见 与 错误 。 恶 习 乃 是 错 
误 、 混 乱 和 虚伪 的 根源 ， 所 有 的 真理 都 与 此 抗衡 。 面 数学 真 
理 更 有 益 于 青年 人 屏 弃 恶习 ， 因 为 数学 的 喜悦 能 使 人 忘却 一 
切 ， 而 且 一 个 人 如 果 要 想 超脱 凡 俗 而 与 世 隔绝 ， 那 么 通过 和 研 
究 数 学 而 去 实现 这 一 目的 ， 显 然 是 一 条 易 获 成 效 而 又 理想 之 


人 


is 


途径 。 一 阿尔 布 斯 纳 特 ， 约 葡 CAtbuthaot,Tobe) 


~ Usefulness of Mathemoafical Learning. 
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五 ”数学 的 教学 


5.1(501)， 在 数学 中 ， 有 和 牟 点 值得 注意 ， 第 一 ， 数 学 能 
激发 人 们 的 创造 力 ， 发 展 和 锻炼 人 们 的 逻辑 推理 能 力 与 判 业 
能 力 ， 而 且 还 能 使 人 养 成 简明 表达 的 习惯 ， 第 二 ， 由 于 纯 数 
学 本 喘 之 各 个 分 支 之 站 的 联系 ， 久 及 它 与 各 门 应 用 科学 之 间 
的 种 种 联系 ， 足 以 使 得 学 生 们 能 在 数学 的 学 习 中 清楚 地 认识 
和 了 解 原理 与 事物 之 间 的 关系 。 

International Commission on the Teaching 
of Mathematics, American Report; U, S. 
Bureau of Education, Bulletin 1912; No. 
4,p.7. 


5.2(502) ”中 学 数学 教学 之 目的 在 于 通过 系统 地 学 习 儿 

条 与 代数 的 知识 ,而 去 培养 学 生 们 的 推理 能 力 ;以 及 运用 代数 
开具 求解 实际 问题 的 能 力 ,并 且 激 发 他 们 对 数学 科学 的 兴趣 。 
Tnternational Commission on the Teaching 

of Mathematics, American Report, U. S., 

. Bureau of Education, Bulletin 1912,No.4, 

力 .7 ， 


5.5(504) “中 学 数学 课程 并 不 是 针对 任何 专门 技术 训练 
狂 懂 设 的 ， 它 是 公共 文化 的 一 者 分， 通过 数学 的 学 习 而 去 培 
* 举 学 生 的 空 旬 直觉 能 力 与 退 辑 思维 能 力 ， 锻 炼 学 生 运 用 清晰 
.的 语言 去 正确 地 表达 思想 的 能 力 ， 因 而 数学 教学 具有 伦理 学 
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与 美学 的 效应 。 对 于 理解 人 类 文化 的 发 展 和 进一步 的 文明 建 
设 而 言 ， 作 为 普通 教育 中 的 数学 教学 是 必 不 可 少 的 一 部 分 。 

U nterrichtsblitter. fir Mathematihk und Na- 
turwissenschaft(1904) ,p128. 


5.4(505) 数学 教学 之 根本 目的 应 当 是 培养 和 提高 学 生 
处 理 实际 问题 的 能 力 ， 为 他 们 提供 应 用 于 其 他 学 科 的 推理 广 
法 ， 而 并 不 是 单纯 地 为 了 给 学 生 提 供 某 种 求解 具体 问题 的 工 
具 。 一 一 马 格 纳 斯 ， 非 力 浦 CMagnus,Philip) 
Perry’s Teaching of Mathematics(London, 
1902) , Pp.84. 


5.5(506) ， 不 论 人 们 未 来 的 职业 选择 如 何 ， 促 进 智 力 的 
一 般 发 展 总 是 数学 教学 的 基本 目的 。 雷 特 (Reidt,F,) 


Anleitung zum Mathematischen Unterricht 


an hoheren Schulen(Berlin, 1906) ,p.12. 


5.6(511)》 古代 人 毕生 致力 于 算术 的 研究 ， 而 且 往 往 为 
了 开 方 或 求 乘积 而 费时 数 日 。 所 以 让 学 生 较 直 截 地 进入 筠 法 
的 学 习 ， 并 在 较 高 的 起 点 上 去 学 习 抽 象 推理 等 等 做 法 是 有 益 
的 ,相反 地 ,让 学 生 二 板 地 学 习 欧 几 里 得 (Euclid) 之 前 四 卷 中 
之 许多 命题 ,并 用 信 仰 或 经 验 去 假设 这 些 命题 的 真实 性 ,再 让 
学 生 用 简单 的 代数 方法 去 学 习 欧 几 里 得 的 第 五 卷 书 …*… 总 而 
言 之 ,让 学 生 从 那些 早 被 现代 习惯 所 已 舍弃 的 办 法 和 起 点 去 
开始 他 们 的 严格 学 习 是 有 害 的 …… 当前 对 于 数学 教师 的 智力 
训练 方法 欠 妥 ,往往 使 他 们 过 于 说 小 慎 微 , 而且 常 为 一 些 琐 碎 
-之 处 而 迟 蜂 不 决 。 这 些 殖 玉 之 处 大 多 数 是 欧 儿 里 得 第 六 着 书 
中 的 那些 关于 不 可 通 约 的 命题 、 如 何在 几何 中 使 用 算术 、 力 
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的 平行 匹 边 懈 、 以 及 十 进 宦 等 给 。 一 一 培 里 ， 约翰 (Perry， 
tohn) 
The Teaching of Mathermmwatics (London, 
1904) ,Pp.12. 


5.7(512) ”和 祈 等 数学 的 教学 应 为 高 等 数 学 教 学 铺 平 道 
路 ， 每 一 个 教师 都 不 应 让 学 生 满足 于 现状 ， 而 应 时 刻 牢 记 渴 
求 随 之 而 来 的 未 知 , 并 应 把 求知 中 可 能 发 生 的 困难 告诉 学 生 ， 
我 认为 当前 算术 教学 牛 的 缺点 在 于 不 去 追求 普 亿 原则 ， 而 让 
种 种 具体 规则 取而代之 ;并 且 不 在 少数 公理 的 基础 上 去 作 深 
刻 而 精细 的 思考 。 污 德 迁 (Hudson,W.,H.,H.) 
Perry’s Teaching of Mathematics(London 
1904) , p.33. 


5.8(515) 数学 是 计算 的 艺术 ， 正 如 建筑 是 砌 砖 、 绘 画 
是 调 色 、 地 质 是 碎 石 、 以 及 解剖 是 宰 制 的 艺术 等 等 一 样 。 一 一 
开 塞 尔 ( 必 eyser,C.J.) 

Leciures oO’ Sciefice,Philosophy ad 4rf 
(New York,1908) , p.29., 


5.9(5167 数学 教学 一 一 从 普通 计算 到 高 等 数学 一 一 不 
仅 必须 和 自然 知识 相 结 合 ， 辣 时 还 要 与 学 生 思 维 中 的 经 验 事 
实 相 联系 。 一 一 赫 巴 特 (Herbart,J.FE.) 、 
Letters and Lectures on Education[ Felkin] 
(London,1908),p.117. 


5.10(518) ”任何 方法 论 的 教科 书 都 不 能 完全 适应 学生 
们 的 理解 力 、 想 象 力 、 邮 辑 思 维 与 抽象 思维 能 力 的 发 展 。 在 . 
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这 里 ， 教学 艺术 显得 非常 重要 ， 教 师 必须 及 早 直 提醒 学 生 注 
意 ， 数 学 对 象 与 客观 实体 相差 甚 远 ， 数 学 对 象 是 数量 空间 的 
真实 ， 它 与 现实 的 物理 空间 是 根本 不 同 的 。 学 生 们 也 会 逐步 
地 意识 到 ， 那 种 超越 可 感知 的 实际 星球 宇宙 体 的 空间 是 不 可 
能 通过 感 观 去 认识 的 。 对 此 ， 我 们 既 不 知 其 本 性 ， 也 缺乏 对 
它 的 判断 基础 。: 另 一 方面 ， 数 量 空间 也 是 受 条 件 支 配 的 ， 这 
些 条 件 往往 构 闷 一 个 公理 系统 ， 我 们 能 从 无 穷 药 范围 内 去 规 
定 它 的 性 质 。 例 如 欧 几 里 得 几何 公理 系统 ， 对 于 一 个 学 生来 
说 ， 最 终 能 以 接受 并 进入 如 上 所 说 真理 性 境界 ， 往 往 要 经 过 
多 年 的 磨 练 。 一 一 霍 尔 效 缪 勒 ， 高 斯 塔 夫 (Holzmiiller ,Gt- 


stay 。 


M ethodisches Lehrbuch der 已 1 ementar-M a-— 
thematik(Leipzig,1904), Teil I, Vorwort, 
PP.14-5. 


5.114522) 一 个 教学 效果 民 好 的 数学 教师 ,如 果 改 行 执 
教 于 其 他 课程 (诸如 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 和 心理 学 等 等 ) 的 
话 ， 其 教学 效果 通常 也 不 会 疙 脚 ， 除 非 他 完全 不 能 进行 实验 
演示 。 然 而 反 过 来 ， 任 何 一 个 实验 师 ， 如 果 没 有 扎实 的 基础 
理论 知识 ， 如 果 缺 乏 推 理 能 力 ， 则 也 必然 会 经 常 出 错 。 一 一 
山 因 ， 亚 亡 山 火 (Bain, Alexander》 
Education as a Science(New York,1898), 
P,298. 


5.12(524) ”用 以 直观 地 阐明 原理 内 容 的 图 形 ， 应 当 为 
求 简洁 和 单纯 ， 且 应 尽 可 能 地 消 陈 附 涛 的 东西 ， 以 使 学 生 们 
的 感 维 清晰 而 不 被 挠 乱 ，: 同时 还 楼 提醒 学 生 竖 常 注意 那些 被 
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描绘 的 昂 节 的 特征 。 
Report of the Committee of Teh on ,9eco- 


Wy Sonok OVO (New -York,1894), 
pp».109, 


5.18(526) 几何 失 天 与 算术 运算 各 有 其 不 同 的 功 驳 和 
特点 。 如 果 在 基础 教学 中 对 两 者 不 能 区 分 而 混杂 不 清 ， 则 对 
于 正确 掌握 几何 推理 与 算术 运算 而 言 是 有 害 的 。 一 一 德 . 摩 根 
(De Morgan,A.) 和 

Trigonometry and Double Algebra(London, 
1849),p.92., 


5.14(526) ”方程 式 是 算术 计算 的 表达 式 ， 但 在 几何 学 
中 ， 除 了 一 些 儿 何 量 ( 如 线 、 面 、 体 及 比例 ) 彼 此 相等 的 情形 
外 ， 方 程式 是 没有 什么 其 它 地 位 的 。 肝 、 除 之 类 的 运算 被 引 
入 几何 之 中 是 不 够 慎重 的 ， 因 为 这 是 违 月 科学 兰 始 长 计 之 原 
则 的 …… 算 术 与 几何 这 两 种 学 科 不 应 被 混淆 ， 古 代 学 者 对 此 
确 有 严格 区 别 ， 他 们 从 不 将 算术 术语 引入 到 几何 学 中 去 。 而 
当前 对 于 二 者 的 混淆 ， 致 使 几何 学 失去 了 它 的 简洁 美 ， 而 几 
la 心 所 在 。 “oe 


On the Linear Consiruction of E guationss 
Universal Arithmetic(London,1769), Vol :2 
pb.470. 


: eo 代数 与 几何 如 果 各 自 沿 着 自己 的 路 线 去 发 
展 的 话 ， 那 么 它们 的 发 展 将 是 十 分 缓慢 的 ， 而 且 应 用 范围 也 
比较 有 限 。 然 而 ， 代 数 与 几何 这 两 门 学 科 能 交融 地 发 展 ， 就 


能 够 彼此 吸收 新 的 活力 而 迅速 发 展 直至 进入 完美 所 地 。 
一 一 垃 格 贿 日 (Lagrange) 
Legons Elgmentaires sur Jes Mathematiques, 
Lecon Cinagqugime,[LMcCormach], 


.5.16《534) 有 人 主张 依靠 直观 去 进行 数学 教学 ,我 却 认 
为 如 没有 比 这 种 数学 教学 方法 更 为 荒 廖 和 更 为 有 害 的 了 。 每 
一 个 数学 教师 都 应 当 不 遗 余力 地 教会 学 上 生 去 思 浇 而 不 依赖 于 
直观 感觉 。 一 一 柯 勤 里 吉 (Coleridge,S,T.) . 

., Lectures.or Shakespere(Bokn Library),p. 
v2 


“5.17(535) 不 下 普 功 是 不 能 获得 数学 知识 的 ,而 下 某 功 
却 是 每 个 人 自己 的 事 ， 数 学 教学 方法 的 示 辑 严格 性 并 不 能 在 
较 大 程度 上 去 增强 一 个 人 的 努力 程度 。 一 一 普 林 希 姆 ， 阿 夫 
填 德 (Pringsheim,，, Alfred) 
J ahresbericht der Deutsche Mathematiker 
天 Os 力 . 143 。 


5.18C537) _ 视 证 时 的 严 让 性 为 和 党 性 之 下 人 的 观点 是 
错误 的 。 相反 地 ， 大 量 的 事例 使 我 们 确信 严 洛 的 方法 同时 也 
是 简洁 而 易于 理解 的 方法 。 正 是 为 了 力求 严格 ， 我 们 才 必 须 
去 寻找 简洁 的 证 明 方 法 。 一 一 希 尔 伯 特 (Hilbert,D.)》 
Matfewnatical Prcblems; Bulletin American 
a PCP 8 :由 441., 


5. 180540) _ 应 该 记 住 ， ， 准备 讲演 的 啤 则 是 在 计 稿 准 备 
完毕 之 后 ， 必 须 让 自己 的 思想 离开 讲演 主题 而 去 彻 床 体 息 ， 
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89 
这 样 做 能 使 您 的 思想 去 酝酿 和 进入 新 的 组 合 状态 。 相 反 地 ,如 
果 您 的 思想 总 是 围绕 着 讲演 主题 而 一 直 处 在 积极 状态 ， 那 么 
在 您 去 讲演 的 时 候 就 会 陷入 混乱 。 一 一 憩 ' 摩 根 (De Morgan， 
Letter to Hamilton;Graves: Life of W.R. 
~ Hamilton (New York,1882-1889),V ol.3,p. 

87， 


0 


与 研究 


ee 阅读 代数 文章 ,首先 应 该 注意 并 充分 了 解 其 
中 所 表述 的 各 个 不 同 过 程 ,以 及 这 些 过 程 之 间 的 相互 联系 ,而 
且 必 须 在 阅读 时 高 度 集中 注意 力 。 对 于 数学 的 学 习 ， 要 想 在 
学 生 完全 掌握 某 个 数学 过 程 之 前 ， 就 能 把 该 数学 过 程 有 关 的 
一 切 内 容 都 装 进 学 生 的 头脑 之 中 是 不 可 能 的 。 ee 
法 以 及 开 方 等 运算 的 数学 过 程 都 有 极其 丰富 的 内 容 ， 但 在 
生 们 学 习 这 些 运 算 的 时 候 ， 许 多 有 关 的 详细 结果 或 内 容 部 是 
被 删 去 的 。 另 外 ， 学 习 数 学 的 人 都 必须 用 目 己 的 笔 去 做 数学 
练习 ， 任 何 一 个 学 习 数 学 的 人 都 不 可 能 完全 脱离 目 己 的 手 去 
掌握 数学 认识 。(- 一 德 .摩根 (De Morgan，A.) 
Situdy and Difficulties cf Matiiematics 
(Chicago, 1902), chap. 12. 


6.2(602) 学 习 数 学 不 应 忽视 数字 计算 ， 特 别 不 应 放弃 
那些 利用 对 数 表 去 进行 计算 的 练习 机 会 。 须 知 学 生 关 于 应 用 
ad a 正好 是 与 他 们 的 计算 能 力 
成 正比 例 的 。 德 : 摩 根 (De Morgan，A.) 

Study and Difficulties of Mathematics 
(Chicago, 1902), chap, 12. 


6.5(605) 阅读 数学 书籍 ,必须 持之以恒 地 集中 注意 力 ， 
只 有 这 样 才 能 认识 和 了 解 书 中 每 一 句 话 的 意义 。 尤 其 是 在 阅 
读 一 本 优秀 的 数学 著作 的 时 候 ， 就 更 应 该 如 此 …… 另 外 ， 养 
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成 仔细 研读 课文 的 习惯 十 分 重要 ,须知 仔细 推 项 语句 的 习惯 ， 
无 论 对 于 学 习 生活 ,还 是 实际 生活 来 说 ,都 是 非常 有 价值 的 。 
尤其 是 在 学 习 较 为 高 深 的 数学 知识 时 ， 这 样 一 种 习惯 就 更 是 
必 不 可 少 。 在 学 习 那 些 难 以 插入 实例 而 加 以 说 明 的 课文 时 ， 
学 生 们 更 应 逐 字 逐 句 地 研读 并 掌 所 其 中 的 每 个 复杂 论 据 。 
一 一 托 德 夯 脱 ， 依 醋 克 (Todhanter, Isaac) 
Private Study of Mathematicss Conflict 
of Siudies and other Essays (London, 
1873), /p.67, 


6.4(607) 对 于 每 一 本 值得 阅读 的 数学 书 ， 必 需 “ 前 后 
往返 ”地 去 阅读 ( 拉 格 郎 日语 ) ,现在 我 对 这 和 句 话 稍 作 修饰 并 
阐明 如 下 :继续 不 断 地 往 下 读 , “得 又 不 时 地 返回 到 局 读 过 的 
那些 内 容 中 去 以 醒 增 强 浆 的 信心 7 另外 ， 当 您 在 研读 关中 
一 旦 陷入 难 洲 而 又 村 如 的 上 内乱 之 中 时 ， 不 妇 暂 且 越 过 而 继续 
往 前 调 读 ， 等 到 你 在 下 文中 发 现 被 越过 部 分 的 重要 性 和 必要 
性 时 ， 再 回 过 头 去 研读 它 。 一 一 克 里 斯 托 ， 乔 治 tChrystal, 
George) 本 

Algebra, Part 2(Edinburgh, 1889), Preface, 
p.8., 


6.5《610〉 发 现 姿 误 并 纠正 姿 误 ， 对 于 那些 不 是 初学 数 
学 的 人 来 说 是 一 种 极 好 的 检测 手段 ,. 它 可 以 检验 你 是 否 已 经 
正确 而 深入 地 了 解 了 数学 的 真 席 , 还 可 以 锻炼 你 的 吞 力 ， 并 
将 你 的 判断 和 推理 严格 地 约束 在 一 种 顺序 之 中 。 一 一 维 奥 
拉 (Viola,].》 

Mathematische Sophismen (Wien, 1864), 


Vorwort, 


eq 四 “数学 家 言行 录 
6.6(6117 能 否 成 功 而 简洁 地 求解 数学 问题 ， 在 很 大 程 


度 上 取 次 于 求解 方法 的 选择 。 例 如 对 于 圆锥 截面 的 某 些 性 质 


而 言 ， 选 用 纯粹 几何 方法 就 能 十 分 简捷 地 予以 证 明 ， 而 选用 
三 维 坐 标 方法 处 理 的 话 ， 则 就 势必 要 作 大 量 的 运算 才能 解决 
问题 。 然 而 对 于 圆锥 截面 的 另外 一 些 性 质 而 言 , 却 正好 相反 ， 
即 当 采 用 三 维 坐 标 法 时 ， 几 乎 是 不 证 自明 的 ， 但 此 时 若 采 用 
古老 的 几何 方法 的 话 ， 其 至 是 无 法 证 明 的 。 一 一 维特 沃 尔 斯 
(Whitworth,W.A.) 

Modern Analytic Geometry (Cembrid ove, 

1866),p.154., 


6.7(612) 深入 地 探索 和 研究 自然 界 ， 乃 是 数学 发 展 的 
最 为 丰富 的 源泉 ,也 是 数学 发 现 的 最 有 成 效 的 一 种 方法 。 更 由 
于 目标 明确 ， 许 多 含糊 不 清 的 问题 和 种 种 无 益 的 计算 也 就 不 
会 出 现 。 不 仅 如 此 ,对 于 自然 界 的 研究 和 探索 ,数学 还 是 自我 
分 析 ， 以 及 在 自然 科学 中 去 发 现 那些 为 我 们 所 极为 关注 的 事 
物 的 重要 手段 。 傅立叶 (Fourier ,J.) 

Théorie Analytiaque de la Chaleur, Dis- 


cours Préliminaire,. 


6.8(613) 任何 物理 现象 都 必须 严格 地 服从 数学 条 件 的 
制约 。 数 学 条 件 本 身 固然 是 无 容 置疑 的 ， 然 而 问题 还 在 于 记 
被 利用 的 数据 是 否 准 确 , 因 为 绝 大 多 数 现象 都 是 非常 复杂 的 ， 
在 未 经 实验 证 实 之 前 ， WO 区 
而 实验 手段 毕 A 一 一 朱 只 
尔 (Dolbear， A.,E.) a 
0 nh 1894) :发 .89 . 
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“6.9(614) ”学 生 应 该 及 旱地 像 数学 大 师 那 样 去 奶 求 和 进 
行 类 量 的 创造 性 思考 活动 ， 而 不 要 让 学 校 里 那 种 无 休止 的 练 
习 把 自己 的 头脑 弄 得 优化 和 和 贫 志 。 实 际 上 ， 沉 溺 在 许多 无 益 
的 练习 之 中 ， 正 好 是 一 种 在 无 意义 劳动 掩盖 之 趟 的 懒惰 ， 这 
样 做 除了 使 人 消磨 意志 之 外 别 无 其 他 作用 。 在 伟大 的 前 辈 面 
前 去 努力 创造 会 使 人 坚强 ， 这 对 于 生长 在 我 们 这 个 时 代 ， 并 
TE Ne ee 
贝尔 特 拉 米 (Beltrami》.. , 

Giornale. di matematische, Vol., 11,2, 153, 
CYomg,l WwW. ) 


6.10(615) 数学 中 的 学 习 是 非常 有 益 的 ; 它 不 仅 能 告诉 
”我 们 已 经 有 了 什么 ,而 且 能 教 给 我 们 如 何 去 增 添 什么 , 德 : 麻 
根 (De.Morgan) 说 ;,“ 人 类 的 早期 思维 史 就 已 涉及 数学 , 思维 
史 教 给 我 们 如 何 去 发 现 错误 ， 而 其 中 尤其 要 注意 数学 史 。 数 
学 史 警 告 我 们 不 要 草率 地 作 任 何 结论 ， 而 且 告 诉 我 们 ， 每 一 
个 从 事 数学 研究 的 人 都 不 可 太 专 门 ， 因 为 看 上 去 相差 甚 远 的 
各 个 数学 分 支 之 间 往 往 包 含 着 意 想 不 到 的 联系 。 数 学 史 的 学 
习 还 能 使 学 生 们 不 去 为 那些 解决 已 久 的 数学 问题 而 浪费 时 间 
和 消耗 精力 ， 不 在 攻克 数学 问题 中 去 重 蹈 数学 前 辈 由 于 使 用 
错误 方法 而 导致 失败 的 覆 匆 。 数 学 史 的 学 习 还 能 告 诚 我 们 ， 
一 个 阵地 往往 不 是 直 攻 的 办 法 所 能 夺取 的 ， 特 别 是 当 正 面 攻 
击 难 以 制胜 之 时 ， 就 要 先行 侦察 并 逐个 占领 主攻 阵地 周围 的 
据 后 ， Ae 
卡 约 里 (Cajori,F.》. 。 

“History of. ee Y ork,1897), 

phel—2:; 
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6.11C616》 ;数学 史 在 人 类 文 衣 史 中 的 贡献 据 有 极为 重 
要 的 地 位 。 因 为 人 类 进步 与 科学 发 展 紧密 相 联 ， 而 对 于 数学 
与 物理 的 研究 成 果 正 是 理性 进步 的 可 靠 记录 。 一 一 卡 约 里 
(Caiori,F.y 

History ‘of Mathematics(New York,1897), 
p.4., 


6.12(617) ”虽说 认为 在 初等 数学 中 已 不 可 能 再 留 下 什 
么 未 被 级 现 或 可 供 改进 之 处 的 看 法 也 属 过 于 粗糙 ， 然 而 依然 
可 以 断言 ， 数 学 这 块 土地 已 被 发 据 得 如 此 长 入 和 仔细 ， 所 以 
任何 不 费 气 力 的 偶然 发 现 都 是 不 存在 的 。 一 一 托 德 夯 脱 ， 依 
了 萨 友 CRedhbnteryw ISaac): 
Private'' Studqy of Mathematics; Conflict 
of: :Studies "and. other Essays {London, 
187.30,p.73. 


6.13(618) :我们 现在 峰 不 是 生活 在 发 明 无 穷 小 演算 的 
时 代 ， 知 识 可 以 沿 着 轨道 平稳 地 向 前 发 展 而 不 受阻 碍 也 不 
是 生活 在 发 展 射影 几何 的 时 代 ， 研 究 者 们 可 以 朝 着 这 岂 处 女 
地 蜂拥 而 来 。 而 我 们 现在 是 洪 着 熟悉 已 久 的 道路 前 进 ， 再 没 
有 什 么 可 以 沿途 东张西望 。 只 有 那些 用 最 锐利 的 武器 装备 起 
来 的 探索 者 , 才 可 能 继续 深入 到 数学 领域 中 的 原始 森林 里 去 
而 有 所 发 现 。 一 一 伯 克 哈 特 (Burkhardt,H.) 
Mathématisches und Wissenschaftliches D~ 
enkens Jahresbericht der Deutschen Math- 
ematiker Vereinigung, Bd,11,p.55. 


6.14(620) 现代 数学 家 们 再 不 能 停留 在 发 现 孤立 定理 
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A 


药水 平 上 去 发 展 数学 了 ， 他 们 必须 接受 新 四 起 的 洗礼 ， 就 像 
痪 屋 从 那 未 坊 发 现 而 尚 在 清油 之 中 的 行星 执 道 上 脱 灿 而 出 一 
禁 。 一 一 窄 尔 维 斯 脱 (Sylvester,， 本 .JJ.) 
.Notes to the Exeter. Assoctatlior: A ddress, 
Collected Mathematical Papers (Cambri-~ 
dge, 1908)， Vol, 5 


6.15(621) 孤立 定 渴 常 被 误 着 为 “漂亮 的 定理 ?， 门 外 
汉 也 许 认 为 这 正 是 科学 之 最 有 魅力 的 地 方 ， 但 在 现代 数学 家 
看 来 ， 其 价值 并 不 很 大 。 须 知 这 与 植物 学 家 新 发 现 一 类 漂亮 
的 花 齐 是 两 回 事 。 汉 : 克 尔 , 走 尔 曼 (Hankel, Hermann) 
: Die Entwickelung.der Mathematik in den 
Letzten Jahrhunderten Coon “1884)， 

PB.18. 和 


6.16(622) 科学 直 党 直接 引导 与 影响 数学 家 们 的 研究 
活动 ， 能 使 数学 家 们 不 在 无 意义 的 问题 上 浪费 精力 。 直觉 与 
审美 能 力 密切 相关 ， 这 在 科学 研究 中 是 唯一 不 能 言传 而 只 能 
意 会 的 一 种 才能 ， 但 这 却 是 每 一 个 有 作为 的 节 学 家 所 不 可 负 
少 的 能 力 。 一 一 汉 克 尔 ， 鞭 尔 曼 (Hankel,Hermann). 

Die Entwickelung ‘der Mathematik in den 
Letzten ann even CTiibingen, 1884) 
.21, 


z -6.17(629 数学 家 的 鱼 一 项 工作 都 需要 直觉 的 帮助 ,他 

” 们 应 该 相信 自己 的 直 党 能 入 区 别 什 么 对 他 们 的 努力 是 有 实际 

意义 的 ， 而 什么 又 是 无 意义 的 。 还 应 注意 不 要 使 日 已 变 为 符 
-入 能 明 巡 > 面 对 展 维 ， 应当 关 常 联系 直观 背景 和 活 际 图 像 。 
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因此 ， 我 认为 十 分 重要 前 是 以 数学 家 为 奋斗 目标 的 人 ， ,不 应 
到 知识 面 狭窄 的 学 校 里 去 求学 和 接受 训练 ， 特 别 是 在 最 初 几 
年 的 数学 研究 活动 中 ， 知 识 面 的 广泛 对 于 售后 的 全 部 工作 将 
会 产生 极为 深刻 而 有 益 的 影响 。 一 一 格雷 希 尔 (Glaisher,. 
W.L.) 
Bees nel Address British A ssociatiorn 
for the Advancement of Science,'Section 
A,(1890) Nature,Vol.42,p.467. 


6.18(624) 任何 一 门 学 科 ， 只 要 它 能 提供 丰富 的 问题 ， 
它 就 是 有 生命力 的 ， 相 反 地 ， 如 有 果 问 题 贫乏 ， 那 就 预示 着 这 
一 学 科 的 独立 发 展 已 经 趋向 消亡 和 终止 。 一 一 希 尔 伯 特 ( 们 -~ 
ilbert, 卫 ,》 

Mathematical Problems; Bulletin American 


Mathematical Society,Vol.8,p.438, 


6.19(625) 在 数学 领域 中 ， 也 和 其 它 科 学 领域 一 样 ,人 
们 在 创造 性 活动 过 程 中 ， 如 果 发 现 自 己 已 经 徘徊 和 迷 帆 于 某 
Es 
一 一 狄 里 克 莱 (Dirichlet,P.G.L.) 
W erke, Bd.2(Berlin, 1897), p.233, 


6.20(628) 没有 明确 的 问题 或 目标 地 去 寻求 方法 ,必然 
是 从 劳 无 益 的 。 希 尔 伯 特 (Hilbert， D.) 
Mathematical Problems; Bulletin American 
‘Mathematicaol SHOE ol 8,p,444。 


6.21C629) 为 了 沿 硬 亿 向 前 玉 , 这 全 所 多 业 
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题 具有 一 定 的 难度 ， 但 也 不 可 难 到 高 不 可 欧 ， 因为 望 而 生 呈 
的 难题 必 将 挫伤 人 们 继续 前 进 的 积极 性 。 总 之 3 适当 难度 的 
数学 问题 ， 应 该 成 为 人 们 揭示 真理 奥秘 之 征途 中 的 路 标 ,* 同 
时 又 是 人 们 在 问题 获 解 后 的 喜悦 感 中 的 珍贵 所 念 品 。 se 
尔 伯 特 (Hilbert,D.) . 
Mathematical Broblems, Bulletin American 
Mathematical RO Ds 8 "p， A438. 


6.22(633) 随 着 数学 名 识 的 不 断 丰 富 和 发 展 ,要 要 求 - 个 
科学 研究 者 掌握 他 所 处 时 代 的 全 部 数学 铀 识 终 将 成 为 不 可 
能 。 我 想 指 出 ， 丰 数学 领域 中 ， 大 家 都 有 二 个 十 分 深刻 的 共 
局 认识 ， 即 在 数学 领域 中 的 每 一 个 具有 实质 性 的 发 展 ， 痢 源 
出 于 锐利 工具 和 简明 方法 的 发 现 。 这 些 工具 和 方法 赋 有 助 于 

总 结 、 理 解 以 往 的 理论 ， 同 时 又 能 把 那些 庞杂 无 关 的 内 容 清 
理 出 去 搁 轩 一 边 。 对 于 一 个 科研 工作 者 来 说 ， 所 说 锐利 工具 
上 三 简 中 方法 被 发 现 的 夺 刻 ， 也 正 是 他 在 相关 的 数学 分 支 中 找 
到 比 任 何 别 的 学 科 中 更 为 简 提 之 途径 的 时 候 。 一 一 希 尔 伯 特 
《Hilbert,D.) 
Mathematical. Problems; Bulleitin .American 
Mathematical Society,V ol.8,p,479.. 


6.25(636) 科学 愈 向 前 发 展 ， 也 就 愈 能 直 接地 认识 和 和 
了 解 以 前 的 结果 。 这 些 结 果 在 过 去 却 要 通过 许多 宛 长 的 中 间 
环节 的 研究 ， 才 能 被 认识 与 表述 清楚 。, 一 个 数学 论题 ， 几 在 
没有 最 终 实 现 而 停留 在 任何 中 间 研 究 环节 时 ， 都 不 能 被 认为 
是 景 后 完成 了 的 。 丰登 ,保罗 (Gordan,Faul). 
J .Formensystem bindrer.. Formen (Leipzig, 
Ci DBT A2e a, 


6. .24C687) :二 代 一 位 法 国 几何 学 家 常常 说 ， 要 使 一 种 数 
学 理论 变 得 这 样 清晰 ， 以 致 你 能 向 你 在 大 街 上 所 遇 到 的 第 一 
个 人 解释 清楚 ， 否则 这 一 数学 理论 就 不 能 被 认为 是 完善 的 。 
一 一 史密斯 (Smith， H.J.S.) 
Nature,V ol.8(1873), pp,.452, 


6.25(647) 研究 者 的 目的 就 是 去 发 现 和 表达 各 种 基本 
现象 之 间 相 互 制约 、 相 互联 系 的 方程 式 。 一 一 马赫 ， 欧 斯 特 
(Math,Ernst) 

Popular Scientific Lectures (Ooogps 
1910), p.205. 


6.26(650) 最 终 解决 问题 的 决定 因 索 依 然 是 人 而 不 仅 
仅 是 方法 。 一 一 马 希 克 CMaschke， H.) . | 
Present Problems of Algebra and Andlysis; 
‘Cungress of Arts and Sciences(New Y ork 
and Boston,1905),V oil.1,p.530. 


6.27(655) 最 理论 的 也 是 最 实用 的 ， 此 言 并 非 停 论 。 

一 一 怀特 黑 德 (Whitehead,A.N.) : 
TIntroduction to Mathematics(New Y ork), 
.100,、 


6.28(661) 伟大 的 数学 家 ,诸如 阿 基 米 德 、 生 顿 和 高 斯 
等 ， 都 把 理论 和 必用 视 为 网 等 生 要 中环 和 用 六 一 一 殉 莱 因 ， 
非 里 克 斯 (Klein,Felix) 

Elementarmathematik vom hoheren Stand~ 
punkte aus(Leipzig,1909), Bd .2,p.392. 
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7,1《701) ”当今 的 时 代 ， 力 是 数学 的 黄金 时 代 。 一 一 皮 
尔 朋 特 ， 和 詹姆斯 (Pierpont,James) 
History of Mathematics'in the Nineteen- 
th Century;Congyress of Arts.and Scienc- 
es (Boston and New York,1905)., Vol.,1, 
p.493. 


7.2(704) ”数学 是 最 而 朵 的 科学 之 一 ， 但 又 是 最 有 积极 
意义 的 科学 之 一 ， 因 为 数学 这 门 科学 永远 充满 着 青春 活力 。 
福 尔 西 斯 (上 orsyth,A,R,) 
Presidential Address British Association 
for the Advancement of Science, Section 
A, (1897); Natiure,V ol.56, pb ,378. 


7.3(C705) 19 世 纪 当 以 褒 汽 机 的 发 明和 进化 论 的 创立 而 

引 以 为 荣 ， 然 而 更 为 邻 人防 目 的 是 19 世 纪 统 数学 的 苞 勃 发 展 

而 为 这 个 时 代 赢 得 了 更 为 崇高 的 莱 誉 。 一 一 罗素 ， 贝 尔 特 伦 
德 (Russell,Bertrand) 

international Monthly,Vol.4(1901),p .83, 


7.4(706) “现代 数学 最 主要 的 成 就 是 真正 揭示 了 数学 的 
整体 面 魏 及 其 实质 所 在 。 一 一 罗素 ， 贝 尔 特 伦 德 (Russell， 
Bertrand) 


Inferviationat “MSm By ol .4t1916); p.84. 


把 思 ea i 
去 了 ,一 一 布 特 勒 尔 (Butler， N .M. ) . 


The Meéaning ‘of E ducation and other Es- 
says and Addresses(New York,1905),p. 
44 | i 


7.6(718) 如 果 我 们 把 一 个 待 处理 的 数学 问题 比 作 一 块 
待 探索 其 内 部 结构 的 石 块 ， 那 么 希腊 数学 家 都 是 些 使 用 原始 
工具 的 石匠 ， 他 们 坚韧 不 拔 地 用 锤子 和 谐 子 从 石 块 的 外 部 一 
点 一 点 地 把 它 淄 开 。 而 现代 数学 家 则 完全 不 同 了 ,一 个 个 都 是 
手 握 现代 化 工具 的 矿工 ,他 们 首先 在 石 鼎 上 开 出 几 条 缝 道 , 然 
后 往 里 边塞 火药 ， 随 着 一 阵 爆 炸 而 揭示 了 石 块 内 部 所 深 注 着 
的 宝藏 。 一 一 汉 克 和 克 尔 ， 替 尔 曼 (Hankel,Hermann) 

Die Entwickelung der MatpermatR sn den 
‘Tetzten J alrhunderten Cog 834) ， 
力 .9 


7.7(721) 毫 无 疑问 ， 上 个 世纪 :数学 的 特征 之 - -就 是 关 
于 复 变 量 的 普遍 使 用 。 许多 伟大 的 数学 理论 都 由 此 而 获得 不 
可 估量 的 帮助 ， 甚至 直接 决定 着 这 种 数学 理论 得 以 存在 的 价 
值 。 一 一 皮尔 朋 特 (Pierpont,j .) 
History of Mathematics in the Nineteen- 
th Centur ysCongress of Arts and Scienc— 
‘2s (Boston and New a oo 1s 
p74 . 


7.80123) 过 去 关于 数学 无 限 小 与 无 限 大 的 许多 纠 纺 不 


七 、. 现 代数 学 8 §1 


国定 在 人 天 的 到 TS 


夸耀 的 伟大 成 就 之 一 : ES Ber- 
trand) 


"The Study of Mathematics; philosop hical 
Essays(Londony1910),bp.77。. 


7.9(725) 本 
角色 ， 这 一 概念 在 那些 与 数量 科学 有 别 的 序 科 学 中 是 一 个 
re 
代数 学 的 则 是 次 序 和 排列 的 概念 。 思 想 的 倾向 或 推理 的 方向 
似乎 是 与 物理 学 中 的 现代 发 现 携 手 并 进 的 。 自 然 界 的 变化 似 
平 并 不 完全 甚至 并 不 主要 地 取决 于 质 和 能 的 数量 ,而 更 重要 
的 是 取决 于 它们 的 分 布 和 排列 。 一 一 梅 尔 兹 (Merz,J.T.) 

History of European Thought in the Ni~ 
neteenth Century(Edinburgh and London, 
1903),p .736. 


7.10(726) 在 两 个 集合 之 间 建立 一 一 对 应 关系 ,并 进 一 
步 研究 由 这 些 关系 所 引出 的 命题 ， 可 能 是 现代 数学 的 中 心思 
想 , 一 一 克 里 福 德 (Clifford, W.K.) 

Philosophy of ithe Pure Sciences;s Lectur- 
es and Essays (London,1901),Vol.1, 
~ bp.402. 


7.11(727) 在 本 世纪 ， 概 念 置换 与 置换 群 ,变换 与 变换 
群 ， 运 算 与 运算 群 ， 不 变 式 与 微分 不 变 式 ， 以 及 微分 参量 等 
全 来 信 明 显 地 成 为 景 重要 的 数学 概念 一 李 ， 索 福 斯 (ie， 
Sophus) 


Leipziger Berichte, No.47(1895), pb .261. 


数学 家 言行 及 
了 .12(737) 数学 科学 已 在 如 此 广博 的 花园 内 基 地 次 


展 着 , 以致 任 何 数学 家 都 不 能 夸 口 地 说 他 能 掌 手 全 


一 一 钱 竺 黑 德 (Whitehead， A,N.) 
\ ~ An Jntroductlion to Maothemalics Wi ew Yor- 


Rk,1911), bp .252, 
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8.1(801) 真正 的 数学 家 都 是 非常 热情 的 ， 没 有 热情 就 


不 会 有 数学 的 创造 。 努 瓦 列 斯 (Novalis) . 
Schriften(Berlin, 1901), Zweiter Teil, 
p .223. 


8.2(802) ”这 是 千 真 万 确 的 ;一 个 数学 家 ,如 果 他 不 在 菜 
种 程度 上 成 为 一 个 诗人 ， 那 么 他 就 永远 不 可 能 成 为 一 个 完美 
的 数学 家 。 犁 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 

Quoted by Mittay-Lef fler;Compte rendu~ 
du deuxieme Congrés international des tm 
athémaéciens(Paris, 1902),p .149. 


8.3C803) 一 个 数学 家 ， 只 有 当 他 渐 趋 完美 并 能 领情 到 
真理 之 美的 光辉 的 时 候 ,在 他 的 工作 逐步 达到 精确 而 明朗 、 纯 
粹 而 易于 理解 、 优 雅 而 具 豚 引力 的 时 候 ， 他 才能 算得 上 一 
个 完美 的 数学 家 。 所 说 的 这 些 , 对 于 任何 一 个 要 想 成 为 像 拉 
阁 朗 日 那样 出 色 的 数学 家 的 人 来 说 ， 都 是 必需 具备 的 素质 。 
一 一 哥 德 (Goethe) 

Wilhelm Meister’s Wanderjahre, LZweites 
Buch; Pr in 0 i 


8， 4(806) 数学 方法 乃 是 数学 的 规 华 与 本 质 。 只 有 完全 
地 尝 握 了 数学 方法 的 人 ， 才能 成 为 真正 的 数学 家 。 一 一 努 瓦 


列 斯 CNovalis) 
SchriftenCBerlin, 1901),Zweiter Teil, 
力 ,190 。 


8.5C810) 一 个 不 懂得 计算 的 人 ， 有 可 能 成 为 一 个 第 一 
流 的 数学 家 ， 而 一 个 没有 数学 观念 的 人 ， 却 至 多 只 能 成 为 一 
个 计算 家 。 努 瓦 列 斯 (Novalis) ， 

Schriften,Zweilter Teil(Berlin,1901),p.,223, 


8.6(820) 当然 , 某 些 纯 数 学 家 会 有 某 些 特殊 的 泪 点 ,但 
这 不 是 数学 的 过 错 。 因 为 这 秋 情 况 对 于 任何 其它 专业 的 学 者 
或 其 它 领域 中 的 里 手 似乎 都 是 如 此 *。 例如 ， 纯 语言 学 案 、 纯 
法 律 学 家 、 纯 士兵 或 纯 商 人 等 等 ， 也 都 会 具有 这 样 或 那样 的 
转 殊 人 缺点 。 但 应 进一步 指出 的 是 伴随 着 某 种 专业 而 产生 茶 
种 缺点 的 同时 ， 也 可 能 同时 屏 弃 了 某 些 方面 的 缺点 。 一 一 亡 
斯 (Gauss) 
Gauss-Schumacher Briefwechsel, Bd .4,(A— 
ltona, 1862) , p .387, 


8.7(830) 一 个 比较 成 熟 的 数学 家 往往 不 善于 秤 令 。 
一 一 巴 罗 ， 依 萨 友 (Barrowy,Isaac) 
Mathematical Lectures(London,1734),p .32, 


8.8C3835) 只 有 在 数学 领域 中 会 出 现 一 个 人 在 青少年 时 
期 就 表现 出 惊人 的 创造 旋 的 情况 。 当 然 ,在 某 种 程度 上 来 说 ， 
诗歌 领域 中 也 有 类 似 的 情况 ,纵然 如 此 ,还 应 指出 :能 在 青少年 
时 期 就 在 数学 领域 中 表现 出 惊人 创造 力 的 重子 也 并 不 岁 见 ， 
而 且 在 历史 上 还 有 不 少 卓越 的 数学 家 往往 在 青少年 时 并 养 不 


引 大 注 由: :一 爱 里 斯 ， 哈 维 洛克 (Ellis， Havelgck) 
A study yo British Genius London, 


8.9C839) 置身 于 数学 领域 中 去 不 断 地 探索 和 追求 ， 
能 把 人 类 的 思维 活动 升华 到 纯净 而 和 谐 的 境界 ， 这 就 是 历史 
上 那么 多 数学 大 师 都 得 以 长 寿 的 根本 原因 。 如 所 知 ， 莱 布 尼 效 
活 到 70 岁 ， 欧 拉 (Euler) 终 年 76 岁 ， 拉 格 朗 日 77 岁 逝世 ， 拉 兽 
拉 斯 寿 长 78 岁 ， 高 斯 也 是 78 岁 才 离 开 人 世 ， 而 柏拉图 则 更 是 
高 龄 82 岁 (他 是 回 甸 截面 的 发 现 者 ， 并 视 研究 数学 为 一 种 乐 
趣 。 他 称 数学 为 哲学 的 扶手 和 拯救 灵魂 的 明 药 ,他 还 自称 没有 
哪 一 天 他 不 在 发 现 某 些 新 的 定理 ), 又 伟大 的 牛顿 寿 长 85 岁 ， 
而 阿 基 米 德 在 75 岁 时 被 一 位 无 知 而 粗鲁 的 军官 刺 死 ,，"*’ 否 
则 也 可 能 活 到 100 岁 。 毕 达 哥 拉 斯 曾 活 到 99 岁 。 由 此 可 见 , 数 
学 家 都 很 长 寿 ， 而 且 老 而 不 豪 。 他 们 的 灵魂 的 翅 腾 不 会 过 早 
地 脱落 ， 他 们 的 毛孔 也 不 会 被 粗俗 的 生命 之 途上 的 尘土 所 墙 
塞 。 一 一 寒 尔 维 斯 脱 (Sylvester,].].) 
Presidential Address to the British Asso- 
ciationsCollected Mathematical Papers, 
Jrof .2(1908) ,所 .658. 


[。] M.Kline 在 其 所 著 《 古 今 数学 思想 》 一 书 第 5 章 8 3 中 指出 ， 
“公元 前 212 年 罗马 人 攻 入 令 拉 古 , 当 Archimedes 在 沙 地 上 画 数学 图 
形 时 ,一 个 刚 攻 进 城 的 罗马 士兵 向 他 喝 问 。 据 传说 ，Archimedes 是 那 
样 出 神 地 在 搞 他 的 数学 ,以 致 没有 听 到 那 罗 马 士 兵 的 喝 问 。 于 是 那个 士 
兵 就 杀 死 了 他 ,尽管 罗马 主将 Marcellus 曾 有 令 不 许 杀 害 Archimed- 
es。 当 时 Archimedes75 岁 , 仍 是 精力 充沛 之 时 。 为 示 “ 补 偿 ” ,罗马 人 给 
他 造 了 一 个 费 工 很 多 的 陵墓 ， 墓碑 -篆刻 了 Archimedes 的 一 个 着 名 
定理 。” .一 译 者 引 注 
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8.10(844) 去 忆 考 一 切 本 思考 的 一 一 这 就 是 数学 家 的 
目的 。 一 一 开 塞 尔 (Keyser;GC.].) 
The Universe and BeyandsHibbert Journ-— 
al, Vol, a P 312, 


人 


J * le 


8.11(8457 对 于 一 个 普 得 的 技工 来 说 ， 人 们 对 他 的 手 
艺 去 作 好 坏 或 有 无 用 处 等 方面 的 评论 ， 然 击 诸 如 此 类 的 实际 
考 虚 ， 是 永远 进入 不 了 数学 家 的 领地 的 。 一 加里 斯 铁 波斯 
(Aristippts ‘The Cyre AIC.) 让 

Quoted in Hicks, R. D: ,Stoic and Bpicwe- 
on, CNew York, ,1910)p, 210, z 


人 人 


9.41(901) . 据说 亚历山大 皇帝 曾 请 数学 家 梅内 克 名 其 
(Menaechmus) 用 简捷 的 办 法 教会 他 几何 学 ， 但 梅内 克 织 斯 
a oe Ae da 但 
在 几何 学 中 却 没 有 一 条 能 供 所 有 的 大 走 和 的 路 ,” ” \ 
Stobaeus(Edition Wachsmuth, Berlin,1884), 
Ecl-28.p.30,... . 


9.2(910) 据说 阿 基 米 德 曾 请 求 他 的 朋友 和 亲戚 在 他 
死 后 做 一 个 球 放 在 他 的 故 募 七 ， 攻 上 且 在 球 肉 要 安 上 一 作 内 接 
加 柱 体 忆 再 在 球 上 刻写 出 球体 积 与 其 内 按 贺 柱 体 体积 之; 比 ; 
一 < 普罗 塔 尔 切 (Plutarch》 ，: 

Li fe Of :Marcell Pe eg] ， 


9.5(911) 阿 基 米 德 把 数学 的 无 才 与 物理 的 洞察 力 结合 
起 来 ,他 应 与 出 生 比 他 晚 将 近 两 千年 的 牛顿 齐名 ,牛顿 当然 是 
数学 物理 的 疯 基 者 之 一 …… 而 当 阿 基 米 德 发 现 了 著名 的 流体 
静 力 学 原理 时 ,立即 跑 到 大 街 上 去 高 呼 “ 尤 里 卡 ! 尤 里 卡 1”(E- 
ureka 是 拉丁 语 ; 意 指 知 道 了 , 此 处 音译 为 尤 里 卡 ) 事 实 上 ,这 
一 天 应 定 为 数学 物理 的 诞生 日 。 Du SWAIN 
d,A.N.) 


An Iniroduction to Marhematics Se Vo- 
rh, 191D,p. 38. 3 天 


9.4(918) 培根 (Bacon) 对 于 数学 的 重要 作用 是 无 所 
知 的 ， 他 甚至 反对 在 天 文学 中 应 用 数学 。 列 弗 里 欧 (Lever- 
rier) 和 亚当 斯 (Adams) 兽 电大 量 的 代数 运算 计算 出 未 知行 
星 的 存在 ， 并 最 终 观 油 到 了 这 些 行星 ; 这 是 对 培根 的 错误 观 
点 的 最 有 力 的 择 击 …… 也 说 明 数 学 是 解决 现实 问题 的 强 有 力 
的 工具 。 正 当 培 根 把 信 的 大 智 运 用 于 哲学 领域 而 可 能 看 到 数 
学 的 重要 作用 时 ， 孝 仍然 是 由 于 他 在 这 方面 的 一 无 所 知 而 觉 
把 科学 抛 到 了 一 边 。 如 果 生 翅 拜 培根 为 师 ， 那 么 牛顿 将 不 成 
.为 生 顿 ,而 是 别人 将 成 为 和 后 顿 了 。 一 一 德 ， 摩根 (De Morgan， 
A.) 

Budget of Paradaxes(Londorn,1872), pp. 
953 一 014. 


9.5(927) 沃 夫 根 . 波 里 亚 (Wolfgang Bolyai) 是 一 个 
非常 谦逊 的 人 。 他 曾 留 下 遗言 ， 在 他 的 坟 莫 上 不 要 树立 任何 
纪念 碑 ， 仅 种 一 棵 苹果 树 ， 以 此 来 纪念 三 个 王 黑 : 其 中 两 个 
革 果 是 代表 夏娃 (Eve) 和 巴 利 斯 (Paris) ,这 两 个 苹果 使 地 狱 
离开 了 地 球 ， 另 一 个 苹果 是 牛顿 ， 这 一 个 苹果 使 地 球 升 迁 到 
了 天 体 的 大 家 庭 中 。 - 卡 约 里 (Cajori,F.) 

History of Elementary Mathematics(New 
York,1910),p.273. 


9.6(945) 德 . 摩根 给 一 位 保险 费 计 算 员 讲解 关于 一 定 
比例 的 人 群 在 一 定时 间 内 不 死 的 或 然 性 时 ， 他 写 了 一 个 保险 
费 计 算 公 式 ， 公 式 中 有 一 个 x, 并 指出 这 个 zt 就 是 圆周 .与 直 和 多 
之 纱 , 这 位 保险 费 计 算 员 本 来 是 以 浓厚 的 兴趣 来 折 代 讲解 的 ， 
但 听 到 这 里 却 立 即 打 汤 他 的 讲解 说 ;亲爱 的 朋友 ， 这 一 定 是 
一 个 骗局 ， 贺 周 与 直径 之 比 和 给 定时 间 大 还 深 着 的 人 的 个 数 
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能 党 称 么 疾 系 ?区 尔 (Ball,W W.R) 
: . Mathematical Recreatigns and Prpblems 
(London, 1896), p.1803See.also De Morg- 
-ans Budget of rg On on 1872) ， 
.p.172. 


98.7(946)， 刀 天 了 以 后 ;我 又 去 访问 他 ( 即 上 述 9.6 条 中 所 
涉及 的 那 位 保险 费 计 算 员 7 并且 -非常 严肃 地 对 他 说 ; “我 已 在 
一 张 他 认为 很 高 级 的 必 丈 虫 发现 了 人 的 死亡 率 的 规律 。 现 在 
把 这 张 表 作为 生命 的 期 望 依 表 ， 选 定 一 个 年 零 ， 在 表 中 查 其 
期 望 值 ， 把 最 接近 期 望 值 的 整数 作为 一 个 新 的 年 龄 ， 然 后 再 
重复 上 述 过 程 ,您 可 以 从 任 选 一 个 您 所 喜欢 的 年 龄 开始 ,一 直 
查 到 期 望 值 相等 或 几乎 相等 为 止 .? 我 的 朋友 说 ,“ 这 种 情况 会 
发 生 吗 9" 我 司 管 说 :， 试 试 看 .于 是 他 试验 了 ,一 过 又 一 遍 , 他 
:发现 确 医 如 此 扩 此 说 i 果然 如 您 所 说 的 ， 真 奇怪 ， 这 是 一 
个 发 现 P 攻 还 认为 我 可 能 已 经 给 他 解决 了 生命 规律 之 认 ， 然 
而 我 却 得 意 地 告诉 他 ,“ 利 用 任何 一 张 第 一 列 数 据 是 上 : 升 :的 ， 
而 第 二 列 数据 是 下 降 的 图 表 ， 同 样 的 情况 都 会 发 生 的 ，……” 
“一 一 德 -摩根 (De Morgan,A.)  ， 

Budget of Paradoxes(London,1872),p.172. 


,9:8《952》 “有 一 个 人 向 欧 几 里 得 学 习 几 何 学 ， 当 他 学 完 
第 -全 命题 后 ， 便 问 欧 沁 里 得 "我 学 习 这 些 东 西 ， 将 能 得 到 
些 什么 ?" 于 是 欧 几 里 得 就 把 他 的 奴 雪 叫 来 ,并 扮 内 阅 ,给 他 
3 便士 ， 因为 他 要 从 所 学 的 几 条 学 中 赚 a 
Ri 

‘(Edition Wachsmuth,1884), Ecl.11. 
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9.9(953) ”没有 任何 希腊 大 能 像 顽 玫 里 得 那样 博览 群 书 
和 译 著 累累 。 一 一 德 :“ 摩根 CDe Morgan,A.) 
Smith’s Dictionary .of Greek and Roman. 


‘“ Biology and Mythology (London,1902), 
Article, "Eucleides’”. 


: 9.10(954) 欧 几 里 得 的 13 本 书 是 一 个 奇迹 ， 这 甚至 比 
生 他 的 定 健 还 要 人 大 。 一 一 德 … 摩根 CDe:MorganyA.:) 
Smith’s Diciiondr'y, of Greek ‘and . ee 
Biography and M. pe nn 
. Article, ogee 


9.11C956) 可 大 的 巴塞 尔 (Bas1， 瑞士 本 北部 一 城市) 
数学 家 雷 纳 德 ， 欧 拉 的 下 可 估量 的 功绩 ,在 记 他 使 分 析 演 算 
从 几何 梭 模 之 下 完全 解放 出 来 ,并 将 分 析 学 变 成 一 向 独 间 的 
科学 ， 这 门 科 学 从 他 那个 时 代 起 ,一直 在 数学 领域 中 保 畦 着 
领导 的 地 位 。 一 
~ Die Entwickeiiny deF Meathemalik in denr 

Letzten Janrhund oO 1884),p. 

12 . 


.9.12(0957) “我 们 可 以 十 分 肯定 地 说 ， 数 学 思维 的 :现代 
形式 是 欧 拉 创造 的 ， 在 欧 拉 以 前 ， 学 习 任 何 数 学 著作 的 景 大 
困难， 是 那 时 的 数学 发 式 自 身 不 能 博 明 自身 。 欧 拉 是 第 一 个 
教会 这 种 艺术 的 人 。 一 一 鲁 的 奥 (Rudio,F.) 

Quoted by Alres W..,Scherz und' Ernst 


in .der Mothemetih(Leipzt9,1904), p.251. 
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4h13(960) 殉 拉 的 全 部 著作 有 16000 页 之 多 ,一 一 卡 约 
最 《Cajori,F.) 
History of Mathematics(New Y ork, 1897), 
pp.253—254 


9.14(962) ” 欧 拉 进行 复杂 的 演算 不 费 吹 灰 之 力 ， 就 像 
常人 进行 呼吸 ， 或 如 雄 圳 刘翔 于 天 空 那 样 轻松 自如 。 一 一 阿 
拉 哥 (Arago) 

Qeuvres,t;2(1854) , P.133. 


8.15(964) 1785 年 的 一 个 天 文学 问题 ， 如 果 运 册 当时 
现成 的 方法 :出 虹 上 玫 位 卓越 的 数学 家 去 共同 解决 ， 也 至 少 要 
费时 数 月 ,但 欧 拉 运用 他 所 改进 的 方法 , 仅 用 3: 天 时 间 就 解决 
了 问题 …… 后 来 高 斯 运用 更 为 优越 的 方法 , 仅 用 3 小 时 便 解 决 
操 题 。 一 一 卡 约 里 (CajoriyF ,) 

History of Mothematics(New Y ork,1897), 
p.248. 


9.16(970) 天 庶 和 数学 对 我 来 说 是 两 个 攻 极 ， 我 的 思 

维 罗 才 的 指 针 永 远 撞 图 它们 5 高 斯 (人 aUSS-t 0 Bolyai) 
Briefwechsel( Schmidt—'Stakel), (1899);p, 
a6. 


9s17(975) 高 斯 曾经 说 ; “数学 是 科学 的 皇后 ， 而 数论 又 
“是 数学 的 皇后 。 一 一 碌 托 (Cantor,M.) 

Allgemeine Deutsche Biographie, Bd .8 
(1878), Pp.436, 


62 数学 党 言行 录 
9.18(5¥2g9 赫 尔 姆 年 尔 让 XHeliahottz) ' 是 一 位 生理 学 
家 。 但 他 为 研究 生理 学 而 去 学 物理 ， 却 又 为 学 物理 而 去 学 数 
学 ， 现 在 他 在 这 三 门 学 科 中 都 是 第 一 流 学 着 。 一 一 克 里 福 德 
(Clifford,W.K.) 

Aims and Instruments of Scientif!i 
Thowghty Lectures and. Essays, Vobh.l. 
(London, 1901) 六 ;165， 


9.19(980) ” 雅 可 比 (Jacobi) 在 青年 时 并 就 显示 出 他 在 
语言 学 方面 的 天 才 。 据 说 雅 可 比 曾 受 到 柏林 语言 学 讨论 会 主 
持 者 奥 壳 (B 惑 kh) 的 特别 注意 ,并 且 最 终 建立 了 友谊 ,但 雅 可 
比 在 大 学 工 年 级 结 训 时, 经 房 了 激烈 的 感想 翌 争 之 质 ,终于 决 
定 几 性 从 事 数 学 的 学 习 与 研究 出台 尔 维 斯 脱 《S 谨 吏 ster， 
了 本.》 

Collected Mathematicaf Paperts,Vol.2 
(Cambridye,1908), Pp.651. 


9.20C983)” 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 和 高 斯 部 是 现代 分 析 
的 天 师 , :他 箱 都 驯 央 时 代 的 学 沽 如 狼 帝 看 趣 的 是 柜 夺 科大 师 
的 风格 过 然 不 同 =- 拉 档 调 日 在 形式 和 替 容 商 涩 坟 苗 莉 ` 殷 完 
美 ， 他 很 细心 地 解释 每 一 个 步 又 ， 四 人 世 ， 他 的 推理 易于 了 解 。 
拉 普 拉 斯 则 相反 ， 他 什么 也 不 解释 ,完全 不 在 乎 形式 ,只 要 结 
果 正确 就 满意 了 。 高 斯 也 像 拉 格 朗 日 那样 严谨 和 精巧 ,但 高 斯 
-的 推 攻 和 文章 化 拉 格 讲习 的 准 理 炙 交 章 难 于 学 习 ， 乌 为 高 斯 
总 是 隐 去 了 他 达到 结果 的 分 杆 过程 . 导 姑 路 ， 证 妇 进 程 旬 热 很 
严密 , 但 却 总 是 候 可 能 地 簿 洛 ;一 一 名 妖 CBall,W.W.R.) 
History of MathemoticstLendon,1901), 
p.463., 


”8.210991) 莱 布 尼 站 认为 他 在 他 的 二 进 制 算术 中 看 到 
了 造物 主 。 他 认为 1 可 以 代表 上帝 ,而 0 则 代表 虚 瑚 ， 造 物 
主 可 以 从 虚无 中 创造 出 万 事 万 物 来 就 像 在 二 进 制 算术 中 ; 任 


何 数 均 可 由 0 和 1 构造 出 来 一 样 。 拉 普 拉 斯 (Laplace ) 
Essai Philosophique sur les Probabilités; 
QeuvresCParis, 1896),t.7,p.119. 


.8.22(1001) 当 拿 玻 仑 (Napaleon7 休 息 时 ,即使 是 一 
个 士 分量 暂 的 休息 ,他 也 总 是 利用 这 一 点 时 间 来 词 读数 学 书 。 
他 认为 在 数学 书 智 的 阅读 中 ， .常常 会 受到 局 发 而 有 新 的 发 现 
或 产生 新 思想 。、 开 起 上 阿波 特 (Abbott, S.C. 2 
Woo Bonapartz CNew York 04 
Vol.!1 ona 10 


9.23(1006) 售 大 的 哲人 牛顿 的 努力 是 超人 的 。 他 所 未 
-者 灼 沈 黎 问 题 是 他 那个 时 代 所 不 能 解决 的 问题 。 一 一 河 拉 哥 
Kragt)y 

Eulogy on:Laplace, CBaden Poweli Smirh— 
sonian Report,1874,1.133. 


9.24(1007) 牛顿 的 莫 志 
自然 和 县 然 规律 隐藏 在 黑夜 里 ， 
上 帝 说 “降生 牛顿”， 
于 是 世界 就 充满 光 骨 .一 一 波 浦 (Fope,A.) 
Epitaph intended for: Sir Tsaac: Newton. 


,25C1014) ” 依 萨 克 ， 沾 顿 助 珊 是 败 格 鲁 ， 萨 误 带 天才 
疆 : 哆 最 高 代表 .一 一 受 里 斯， 险 维 洛克 (Ellis ,Havelos k). 
‘Stud yof British.Genius( Londorn, 1904),p.49. 
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9.28 01015》 生 顿 一 生 对 于 化 学 与 神学 的 关注 ， 至 少 和 
他 对 于 数学 的 关注 程度 相同 :一 一 巴尔 (Ball， WW.R.). 
/ History of MothomdticsCLondot, 1901) ， 
力 .335 . 


9.27(1018) 和 牛顿 晚年 时 常常 回忆 说 :英国 政治 家 克 伦 
威 尔 (Cromwell)? 逝 世 的 那 一 天 ， 嗽 风 席 卷 了 全 英 国 。 而 16 
岁 的 牛顿 就 在 那 一 天 做 了 他 有 生 以 来 的 第 一 个 纯 科学 试 验 。 
这 是 一 个 测试 风力 大 小 的 试验 ， 他 先 顺风 跳远 ， 贰 道 风 跳远 ， 
再 把 两 次 跳远 的 差距 来 与 无 风 时 的 跌 远 距 商 作 比 较 ， 并 以 此 
计算 风力 的 大 小 ， 即 用 这 个 差 值 米 说 风力 是 多 少 器 强 。 一 一 晶 
尔 顿 ， 人 镶 姆 斯 (Parton， james) 


Sir Tsaac Newton. 


9.28(1020) 虽然 牛顿 精通 代数 和 微分 学 ， 保 他 趣 不 会 
当 一 个 普遍 会 计 。 在 他 担任 造 币 厂 厂 长 时 ， 通 常 都 是 让 别人 
为 他 做 会 计 工 作 的 。 一 雷 夫 .… 斯 滔 士 (Rev.].Spence) 
Anecdotes, Obseruations, and Characters 
of Books We 人 8 pb. 132, 


9.29(1022) 有 一 本 
餐 。 他 离开 餐桌 而 去 为 朋友 们 取 一 瓶 酒 ， 但 在 他 去 地 窘 的 路 
上 上， 他 陷入 了 沉思 ， 完 全 忘记 了 他 的 任务 各 朋友。 于是， 他 
走 进 卧室 ， 穿 上 他 白色 的 法 衣 ，… 然 后 到 教堂 里 去 了 。 有 时 他 
衣着 不 全 地 跑 到 街 上 去 ， 后 来 又 想起 了 什么 ， 再 匆忙 局 促 不 
” 安 地 跑 回 米 。 有 时 他 在 花园 里 散步 , . 却 突然 奔 回 自己 的 房间 
开始 写作 ， 但 又 一 直 停 留 在 第 一 页 稿 纸 上 。 有 时 他 在 沉思 中 
走向 餐厅 去 就 餐 ， 但 却 转 了 一 图 又 问 到 了 自己 的 房间 ， 完 全 
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忘掉 了 就 餐 这 件 事 。 有 一 次 他 幸 着 一 匹 马 上 山 5 : 途中 马 头 从 
马 套 中 消 了 出 来 ,他 却 一 点 不 知道 ,等 到 他 息 上 山顶 到 了 售 门 
票 处 时 ， 他 想到 了 要 上 马 ， 这 才 发 现 手 中 只 拖 着 一 个 马 套 而 
马 不 见 了 。 咎 顿 的 秘书 记录 过 房东 老 太 所 述 关于 牛顿 忘 食 的 
趣事 。 她 说 , :她 有 时 发 现 牛 顿 的 午餐 和 晚餐 都 没有 动 过 。 有 
时 牛顿 早 展 起 床 后 ， 不 穿 衣服 坐 在 床 沿 上 发 呆 ， 就 此 陷入 沉 
思 , 似 乎 已 有 所 发 现 。 一 一 帕 尔 顿 ， 入 姆 斯 (Parton， Jamas) 


Sir Tsaac Newton, 


9.30C1023) 对 于 整个 世界 来 说 ， 我 并 不 知道 自己 是 什 
么 ? 但 对 我 自己 来 说 ， 我 好 像 是 一 个 在 海滨 玩 机 的 小 下 ， 现 
在 和 将 来 都 在 专心 地 寻找 光滑 基 孵 石 或 美丽 的 只 壳 ， 然 而 展 
现在 我 面前 的 却 是 未 知 的 大 海 . 一 一 牛顿 (Newton,I.) 
. . Quoted by Revsy., Spence: Anecdotes, 
Observations,and Characters of Books and 
‘. Men(CLondon, 1858), pb.40. 


9.31C1024) . 震 说 我 比 笛 卡尔 看 得 更 远 一 些 的 话 ， 那 是 
可 为 站 在 巨人 崩 上 的 绿 放 。 牛顿 (Newton ,1.) 
Quoied by James Partcons Sir 7saac 
Newton. 


9.52(1025) ”牛顿 认为 ， 除 了 不 届 不 挠 和 保持 警觉 清醒 
这 两 点 以 外 ， 他 和 别人 没有 什么 区 别 。 当 人 们 间 他 如 何 作出 
他 的 发 现时 ， 他 总 是 回答 说 ;“ 经 常 不 断 地 去 想 它们 。” 有 时 他 
还 指出 ， 若 说 他 有 何 作为 的 话 ， 那 只 是 由 于 勤奋 和 耐心 地 志 
索 。 牛 顿 说 ,“ 对 于 所 提出 的 课题 ， 我 不 断 地 提问 ,然后 等 待 ， 
一 点 一 满 地 前 进 ， 直 到 人 黎明 和 逐渐 来 临 ， 并 在 最 后 达到 完全 的 


光明 。 pWhe wi A » 
Thistoryraf ithe Thdvctive'Soiendes’ Bi7, 
chap.2,3ect.s. 


9.33(102987， 丫 顿 不 进行 任 何 体育 匀 炼 , 籽 役 有 什么 媒 

乐 活动 :只 是 不 停顿 地 诗作 ， 常常 在 :24 Od 18- 水 时 

左 如 。 一 一 巴尔 (Ball; W. WW.,R.) 
History of Mathematics(London, 1901), 
p.358. 


9;.34(1038》 .. 骞 尔 维 斯 脱 (Sylvester) 有 一 个 显著 的 特 
点 ， 即 他 很 少 去 记忆 定理 或 命题 .每 当 他 襄 使 青 某 些 定型 时 ， 
那 就 随时 把 它们 推导 出 来 。 在 这 一 点 上 ， 究 尔 维 斯 脱 芷 妤 与 
凯利 (Cayley) 相 反 ， oR 
各 个 重大 成 果 。 
有 一 次 ， 我 告诉 他 我 过 去 已 经 完成 了 的 一 些 研究 成 果 ， 
他 说 这 些 命题 从 来 没有 听 说 过 ， 必 需 逐 个 证 明 。 我 再 把 他 自 
已 过 去 所 证 明 的 一 些 定 理 给 他 看 ; ; 令 和 人 惊奇 的 是 这 些 证 明 对 
他 来 说 ,此 时 已 是 完全 陌生 的 了 。 一 一 刍 尔 非 (Durfee,;W .了 P 卫 ;) 
F.Cayori’s Teaching and History of 
Mathematics in she U.S. (Washington, 
1890) , p.268. 


| 9.35C1048) 有 一 天 ， 汤姆 过 (Thomsony 盎 责 四 事 不 能 

去 上 课 ， 因 而 在 教室 的 门 上 上 写 了 一 不 告示 ， 告 示 全 文 是 “ 汤 
姆 逊 教 授 今天 将 不 来 看 他 的 学 生 们 (his classes) 了 "”。 那 些 失 
识 而 调皮 的 学 生 决 定 给 教授 开 一 个 玩笑 ， 他 : 们 把 告示 中 的 
ciasses 这 个 单词 的 第 一 个 字母 c 擦 掉 ， 于 是 告示 内 容 变 为 
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“ 汤 旭 地 教授 今天 将 不 来 看 他 的 博信 们 Chis [asses) 7. "第 二 
天 ， 当 学 生 们 来 到 教室 里 准备 看 教授 的 笑话 时 ， 却 又 吃惊 地 
发 现 教授 的 机 智 还 是 制胜 了 他 科 ， 因为 告示 中 的 Iasses 又 被 
教授 擦 掉 了 第 一 个 字母 ; 如 还， 告示 的 内 容 便 是 ,“ 汤 姆 逊 教 授 
今天 将 不 来 看 他 的 傻瓜 A a cna 
On ,FS 
,Universify of Washin dton Addrests 2 

November 2 1908. 1 


十 作为 精巧 艺术 的 数学 


10.1(1101) 数学 揭示 并 盖 明 了 思维 世界 的 奥秘 ， 它 锭 

绎 地 展开 了 美和 序 的 深思 熟 虑 ， 它 的 各 部 分 之 间 是 如 此 和 谐 
地 互相 联系 着 ， 并 直接 关联 着 真理 的 无 穷 层 次 及 其 存在 的 绝 
对 证 明 ， 这 一 切 都 是 数学 的 最 为 令 人 确信 的 基础 。 数 学 是 完 
美 而 无 暇 可 击 的 ， 它 是 宇宙 的 计划 ， 就 像 一 幅 尚 未 卷 起 的 世 
界 地 图 展现 在 人 们 的 眼前 ， 数 学 是 那些 创造 真 详 的 人 们 的 思 
维 结晶 。 寒 尔 维 斯 脱 (Sylvester,].].) 

Presidential Address, British Association 

Report(1869);Collected Mathematical 

Papers,V ol.2,p.659., 


10.2(1102) 数学 的 目标 和 意义 有 三 个 方面 ， 首先 ， 数 
学 提供 了 研究 自然 界 的 有 力 工具 ， 其 次 ， 数 学 的 研究 有 重要 
的 哲学 意义 ;再 则 ， 我 敢 骨 上 味 地 说 ， 数 学 的 探索 还 有 深刻 的 
美学 原则 。 毫 无 疑问 ， 数 学 的 发 展 充分 地 激励 着 哲学 家 们 去 
探索 数量 、 空 间 和 时 间 的 概念 。 然 而 ， 学 者 们 还 发 现 ， 数 学 
内 容 的 展示 能 给 人 们 带 来 种 种 喜悦 ， 恰 如 绘画 和 音乐 能 够 陶 
治 人 们 的 心情 一 样 。 人 们 还 不 无 惊叹 地 赞美 着 数 与 形 的 巧妙 
与 和 谐 的 结合 ， 并 为 那些 不 断 揭 示 未 来 世界 的 新 发 现 而 不 胜 
愉快 。 尽 管 数学 不 是 美学 ， 两 者 不 能 等 同 ， 但 当 人 们 亲身 经 
历 并 回顾 其 数学 研究 的 历程 时 ， 一 种 不 可 遏制 的 愉快 油 然而 
生 ， 这 难道 不 是 一 种 美学 特性 的 体现 吗 ? 当然， 只 有 少数 人 
能 真正 进入 这 科 境 地 并 享受 到 这 种 喜悦 和 恰 快 ， 而 这 也 正好 
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与 只 有 少数 人 才能 去 鉴赏 最 珍贵 的 艺术 并 享受 其 中 的 乐趣 一 
样 ; 因此 ， 我 毫 不 犹 史 地 认为 ， 任 何 一 个 人 要 想 消 教 养 ， 就 
要 去 学 习 数 学 ， 即 使 是 那些 在 物理 学 起 其 它 学 和 中 暂 无 生 何 
应 用 的 数学 理论 ， 本 一 庞 加 莱 , 享 
和 (Poincaré ,Herdri) 
The Relation of Analysis and Moathema— 
tical Physicss Bull etin American Mathema— 
ticafl Society,V ol. 4(1899)， 所 248 


10.5(1107) 对 于 每 一 个 人 来 说 ， 只 要 他 员 明 测 又 竹 若 ; 
他 就 有 可 能 成 为 律师 3 .医生 或 药剂 师 ， 甚 训 还 可 能 取得 很 大 
的 成 功 。 然 而 仅 有 聪明 和 勤奋 ， 却 未 必 人 能 成 为 一 个 音乐 家 、 到 
z 家 或 数学 家 。 一 万 比 乌 斯 Moebius,P,J].》 
"Ueber dig Anlage. zur M othematih 
“(Laipzig, :900), p.5. 9 


10.4(1108)， 真 正 的 数学 家 往往 就 是 艺术 家 、 建 筑 师 或 
诗人 。 数 学 家 还 在 现实 世界 之 上 创造 了 一 个 理性 的 世界 ， 然 
而 他 们 又 力图 使 之 成 为 最 完美 的 现实 世界 ， 述 次 在 各 个 方向 
去 探索 和 研究 这 企 世 界 。 任 何 二 个 不 了 解 送 个 理性 世 界 的 
人 ， 于 林 项 姆 (Pr 
ingsheizm, A. De | 
z Jahresberieht der Deéeutschen Mathematiher 
As 2， 381. 


ee 地 粹 的 真理 是 科学 的 北极 是 ， 然 而 数学 比 
起 其 它 学 科 来 ， 更 容易 唤醒 孩子 们 对 于 真理 的 热爱 。 黑 格 尔 
《Hegel) 说 过 , “一 个 不 踪 晓 古代 学 考 之 殿 献 的 人 ;就 是 一 个 
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一 -- 一 一 一 一 -一 一 一 


二 


没有 美感 的 人 相应 怨 ， 希 尔 巴 趣 : Schellbachy* 说 ,* 
不 了 解数 学 和 近代 科研 成 果 的 人 ， 就 是 一 个 至 死 不 馈 真 理 的 
人 .下 六 赛 蒙 ， 马 克 因 (Simmeg MB 
Quoted in J HW. A.Young, Tedching of 
Mathematics(New York,1907),p. 44. 


.10.6k1118) 几何 似乎 是 属于 现实 的 ， 丙 诗歌 则 应 纳入 
幻想 的 框架 ,但 在 理性 的 王 因 中 ， 两 者 又 是 非常 一 致 的 。 对 
于 每 个 年 轻 人 来 说 ， 几 何 与 诗歌 都 是 宝贵 的 遗产 。 蜜 尔 
泰和 尔 s . 佛 办 伦 拓 (Milner.Fjorence) 

School Review, 1898, .114. 


10.7(1122) 1 卢 斯 肯 (Rusk 种 ) 等 人 认为 科学 与 诗 获 毫 
无 共同 名 处 *. 其 实 ,, 那 种 认为 高 度 发 展 的 想 数 力 对 于 数学 研 
究 是 无 关 有 索要 的 看 法 实 为 一 大 错误 .一 4 者 夫 曼 (Hoffman,， 
F.S.) 


phere of Science(Lormdon,1898) ;p107. 


10x861t24》 ,我们 没有 昕 说 过 一 企 知 识 面 很 窒 的 诗 火 绥 
号 出 什么 好 诗 文 ;也 没有 折 说 过 一 个 思想 贫 筷 的 我 数学 家 能 
提出 仁 么 漂亮 的 数学 问题 。 一 个 太 ， 如 果 他 懂 踪 晓 事物 的 几 
何 基础 ， 同 时 又 熟悉 节日 的 壮观 场面 ， 那 么 他 的 诗歌 就 将 更 
稚 确 ,面包 的 筑 术 也 就 更 定 有 音乐 美 ,一 一 艾 麦 逊 (Emerson， 
R.W.) 
Society and Solitude, chap,7,W orks and 
Days. . 


10.8(11299 ;我 问 你 推荐 一 全 大 


十 、 作 为 精巧 艺术 的 数学 


他 精通 音 系 和 数学 。 
由 做 用 这 些 科学 来 教育 女士 们 ， 
那么 次 士 权 将 个 个 咸 为 世 田 名 人 。 
一 莎 士 比 琉 (Shakespeare) 
Taming of the Shrew,Act 2,Scene 1. 


10.10《1131X》. 难道 说 音乐 不 就 是 感觉 中 共 数 学 ,而 数学 : 
不 就 是 推理 中 的 音乐 吧 ? 两 者 的 灵魂 是 完全 一 致 的 ! 因此 , 音 
乐 家 可 以 感 党 到 数学 ,而 数学 家 也 可 以 想象 到 音乐 。 虽 说 音乐 
是 梦幻 ,而 数学 是 现实 ,但 当 人 类 智慧 升华 到 完美 的 境界 时 ， 

. 音乐 和 数学 就 互相 滩 透 而 融 为 一 体 了 。 两 者 将 照 浴 着 未 来 的 


莫扎特 (Mozart) 一 一 犹 里 克 莱 (Dirichlet) 或 贝多 芬 (Beet- 
hoven> 一 一 高 斯 的 成 长 , 这 在 协 尔 嫂 先 艾 的 天 才 和 劳动 中 已 


经 清楚 地 预示 了 这 种 结合 ,一 一 塞 尔 维 斯 脱 (Sylvester ,].J.》 
On Newton’s Rule for the Discovery of 
Imaginary Roots;Collected Mathematical 
DPapers,V ol.2,p.419. 


10.11(1136〉 那 种 认为 天 才 在 一 个 家 族 中 可 以 通过 代 
代 改 进 的 办 法 遗传 下 去 的 看 法 是 绝对 不 可 靠 的 。 当 然 ， 巴 替 
(Bach) 的 家 庭 是 一 个 音乐 世家 ， 伯 努 利 (Bernoulli) 的 家 庭 
是 一 个 数学 世家 ， 但 这 些 无 助 于 说 明天 才 是 逐 代 改 进 相 传 的 
看 法 是 正确 的 ， 否 则 应 该 一 代 一 代 愈 往 后 天 才 愈 高 ， 然 而 事 
实 却 并 非 如 此 。 而 且 天 才 往 往 出 现在 某 一 代 的 某 些 成 员 中 ， 
而 并 不 是 某 一 代 人 的 全 体 成 员 都 有 同等 水 平 的 天 才 。 

此 外 ， 高 斯 并 不 是 数学 家 的 儿子 ， 享 德尔 (Handel) 的 
父亲 是 个 外 科 医 生 而 关 非 作曲 家 ， 他 对 音乐 一 无 所 知 。 提 . 电 
(Titian) 是 律师 的 儿子 ， 但 他 和 他 的 兄弟 弗朗西斯 科 . 维 什 
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利 奥 (Francecco Vecellioy 都 是 画家 ,省 视 们 的 下 一 代 有 ?位 
包 术 家 ， 但 天 水 都 不 如 父 裴 ……… 所 以 我 认为 那些 在 某 一 特殊 
方向 的 高 度 天 赋 并 下 能 从 先辈 的 经 历 中 产生 ， 而 是 由 大 脑 在 
”这 一 特殊 方向 的 实践 所 决定 。 A 奥 格 凑 特 (We— 
ismannsAugust)  . 

Essays upon Heredity {A,E.Shipley), 
“< (GQxford,1891>,Vol,.1,p.97、 +i: 


十 一 ”作为 语言 的 数学 


11.1(1202) 数学 语言 对 任何 人 来 说 ， 不 仅 是 最 简单 明 
了 的 语言 ， 而 且 也 是 最 严 柯 的 语言 。 一 一 布 洛 享 姆 (Btoug~ 
ham,H.,L.) 
Works(Edinburgh, 1872) ,Vol,.7,p.317. 


11.2(1203) 数学 是 定义 的 料 学 ， 对 了 了 解 访 些 定义 的 人 . 

来 说 ， 它 们 是 必 不 可 少 的 词汇 天. 一 一 怀特 (White, W.F.》 

A Scrap-book of: Elementary Mathematics 
(Chicago,1908) ,Pp.7. 


11.5(1204) 数学 也 是 一 种 语言 ， 从 它 的 结构 和 内 容 来 
看 ， 这 是 一 种 比 任何 疼 家 的 语言 都 要 完善 的 语言 ,实际 上 , 数 
学 古语 言 的 语言 。 通 过 数学 ， 自 然 界 在 论述 ; 通过 数学 ， 世 
界 的 创造 者 在 表达 ; 通过 数学 ,世界 的 保护 者 在 讲演 。 一 一 
第 尔 曼 (Dillmann,C.》 

Die Mathematik die Fackeltrigerin einer 
neuen’ ZeitCStutigarty1889), p.5. 


11.4(1207) 对 于 了 解 和 通晓 逆 过 程 这 种 概念 来 说 ， 数 
学 这 种 符号 语言 已 充分 证 骨 是 精确 的 和 概括 的 。 一 一 文 ， 约 
和 输 (Vena，jJoha) 

Symbolic Logic(Eondon gnd New Yorh， 
1894) ,Pp.74, 
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11.5(1213) 一 个 通晓 代数 的 人 ， 若 能 在 一 个 方程 式 中 
直接 看 出 求解 结果 ， 则 是 由 于 他 下 过 苦 功 的 缘故 。 一 一 柯 尔 
诺 特 (Cournot， A,.) 

Theory: of :WealihtN. T. Bacon),(New 
York,1897),p,4. 


11.6(1217) .在 算术 中 下 入 阿拉 伯 数 宇 概念 以 前 , .次 理 
乘法 运算 是 极为 困难 的 ， 即 使 是 整数 的 除法 ， 也 需要 极 高 的 
数学 技巧 。 而 在 引入 阿拉 伯 数 字 以 后 ,更 由于 义务 教育 的 普 
及 ， 因 而 可 以 说 ， 每 一 个 西欧 人 ,都 能 进行 复杂 的 除法 运算 。 
但 对 古 希腊 数学 家 来 说 ， 除 法 篇 直 是 不 可 能 实现 的 。 可 见 今 
天 能 以 顺利 进行 小 数 运 算 ， 这 不 能 不 说 是 数学 梳 念 的 完善 押 
造成 的 神奇 结果 。- -怀特 黑 德 CW hitehead,， A.N.) 

Introduction fa Mathematics(New Yorh, 
1911),p.59. 


14.7(1218》 由 于 大 重 的 数学 符号 ， 往 往 使 得 数学 被 认 
为 是 一 问 难 懂 而 又 神秘 的 科学 。 当 然 ， 如 果 我 们 不 了 解 符号 
的 含义 ; 那 就 什么 也 不 知道 。 而 且 对 于 一 个 符号 ;如果 我 们 只 
是 一 知 半 解 地 使 用 它 , 则 也 无 法 掌握 和 运用 自 即 的 。 实 际 土 ， 
对 于 各 行 各 业 竟 技术 术语 而 言 ， 同 样 都 要 训练 有 索 才 能 灵活 
应 用 。 但 是 ;不 能 认为 这 些 术 语 积 符 导 的 引入 ,增加 了 这 些 理 
论 的 难度 。 相 反 地 ， 这 些 术语 或 符号 的 引入 ， 往 往 是 为 了 理 
花 的 昌 于 表述 和 蟹 决 问题 s ; 壬 别 是 在 数学 中 ,只 要 细 加 分 村 ， 
亏 可 发 现 符号 化 纵 数 学 理论 的 表述 和 论证 带 来 极 大 的 并 便 ， 
甚至 是 必 不 十 少 的 。 一 一 怀特 黑 德 (Whitebhead，A.N.) 
[mroduotion to: Mothematics(Ne: 区 orR， 
1911), pp.59—60.. 


11. 8(1221) 二 个 十 险 窗 尔 人 (Hamilton) 和 格物 斯 受 
《Grassmann) 所 设想 的 、 全 封闭 的 几何 符号 体系 的 建立 , 是 
不 可 能 实现 的 。 巴克 哈 尔 德 (Burkhardt， H.) 

johesbenent der Deutschen Mathmatiker 
Vereinigung, Bd.5,p.52. 


,11.9(1222) 数学 分 析 的 语言 ， 是 所 有 的 数学 语言 中 最 
完善 的 语言 ， 而 且 语言 本 身 就 成 为 新 发 现 的 有 力 工具 。 特 别 
是 那些 被 构思 出 来 的 种 种 必要 概念 ， 往 往 是 许多 新 算法 的 起 
点 。 一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 

Oeuvres,t.7 (Paris, 1896),p,xl. 


十 二 ， 数 学 与 逻辑 


12.1(1301) ”数学 与 那些 涉及 精神 的 和 物质 的 每 个 问题 . 

都 有 密切 关系 ;即使 是 那些 借以 限定 逻辑 系统 的 逻辑 才 则 ,也 

往往 要 借助 于 数学 才能 演绎 和 家 并 : 一 一 裴 尔 斯 ， 茧 加 敏 (P- 
eirce, Beniamin) 

Linear Associative Algebras American yo-- 


urnal of Mathematics, Vot.4(1881),p.97. 


12.2(1304) 数学 概念 就 其 本 性 而 言 ， 是 很 抽象 的 。 事 
实 上 ， 数 学 的 抽象 程度 ， 往 往 高 于 逻辑 的 抽象 程度 。 一 一 克 . 
里 斯 托 尔 ,乔治 (Chrystal，George) 
Encyclopedia Britannica(Ninth Edition) 
Article“ Mathematics”. 


12.5(1305) 数学 是 科学 逻辑 的 一 把 巨大 的 铁 钳 。 一 -一 
险 尔 斯 特 德 (Halsted，G .8B.) 
Science(1905),p.161., 


12.4(1309) 形式 思维 是 获取 正确 知识 的 工具 ， 而 正确 

地 了 解 逻 辑 学 和 数学 这 些 形式 科学 ， 则 是 进行 科学 教育 的 恰 - 
当 而 可 靠 的 基础 。 雷 菲 乌 尔 , 阿 塞 尔 (Lefevre, Arthur) 
Number and its Algebra(Boston,'S ect.222.) 


12.5(1311) 我 们 可 以 把 几何 学 视 为 实践 的 退 辑 。 因 小 
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于 应 用 推理 规则 的 真理 。 一 一 法 衣 贝 尔 (D te 
Qiuoted in A.Rebiére, Mathématiques et 
Mathématiciens(Paris, 1898)., pp.151—152. 


2,6《1315〉 如 所 知 ， 数 学 家 对 逻辑 的 关心 ， 并 不 比 膛 
: 辑 学 家 对 数学 的 关心 更 多 。 数 学 与 逻辑 学 是 严格 科学 的 两 只 
眼睛 ， 然 而 数学 主义 派 却 无 视 逻 辑 这 只 眼睛 ， 而 钦 辑 主义 派 
又 无 视 数学 这 只 眼睛。 他 们 似乎 都 认为 ， 依 靠 目 己 的 一 只 眼 
和 铺 ,反而 比 两 只 眼睛 看 得 更 清楚 。 一 一 德 . 摩根 (De Morg- 
-nA.) 
Quoted in F.Cajori:s History of Mathe- 
matics(/lNew .york,1897),p.316. 


“1267C1316》 艺术 的 进 肉 在 很 大 程度 土 取决 对 艺术 的 特 
征 :为 什么 入 而 总 是 由 数 和 线 或 由 数 和 线 所 描述 的 事物 来 说 
明 问 题 呢 ? 这 是 因为 任何 概念 除了 与 数 和 线 相对 应 的 这 些 特 
征 以 外 ， 再 无 其 它 更 重要 的 特征 了 。 一 一 某 布 尼 效 (Leibni- 
二 2，G.W.) 

Philosophische SchriftentGerhardt) Bd .8， 
“p1889., 


12.8C1818》 Re 一 书 的 
:过 程 中 发 现 了 纯 数 学 …… 他 的 这 部 著作 所 涉及 的 都 是 形式 逻 
厚 的 内 容 ， 但 却 与 数学 全 然 相同 。- 罗素 ， 员 处 特 伦 入 
《Russell, Bertrand) 

International Monthly,1901,p.83. 
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12:8C1319》… pe 
守 姆 (Whetham, WW .GiD:.) 

Recent Development: of Physical Scierce 
CPhiladelphig, 1904); p.34: : 


12.10(1320)” 有 许多 有 还 辑 学 家 认为 ， 符 号 轴 轴 是 数学 ， 
而 表示 对 符号 逻辑 不 感 兴趣 。 但 是 ,又 有 许多 数学 家 却 强 误 
符号 迎 辑 是 逻辑 ,而 对 符 呈 多 辑 不 子 理 会 。~- 二 怀 埋 总 德 
(Whitekteadi “A:N.) 
‘Universal Algebra(Cambridge; 1898), Pre- 
face,p.6, 


12.11(1321) “有 两 部 分 人 激烈 地 争论 着 ,而 且 他 们 的 出 
发 成 和 往 后 的 发 展 途 径 也 不 相同 ， 但 在 他 们 的 论文 中 却 最 终 
过 到 了 一 致 的 认识 妓 符 号 洱 辑 契 数 学 ， 而 数学 就 是 箱 号 逮 
辑 ,“ 数 学 和 符 妾 四 辑 是 同一 事物 '””。 一 一 开 密 尔 (Keyseri; 
C.J,). 

Lectures on‘'Science, Philasophy:and Art 
(New York,1908),p.19. 


C*) 如 所 知 ， 罗 素 (Russell) 和 怀特 黑 德 (WHitehead) 等 都 是 数 
学 基础 诸 流派 中 的 逻辑 主义 派 的 代表 人 物 。 在 这 里 ， 上 述 12.8(1318)、 
12.9(1319)、12310(1320)、 蒂 .11(1321> 和 十 pe 
容 各 在 不 同 程度 上 凤 映 了 偿 辑 主义 派 视 数学 为 逻辑 的 观点 a 读者 :应 
有 分 析 地 吸取 其 合理 的 内 核 ， 描 硕 其 不 尽 合 理 的 东西 。: 二 这 有 
义 派 的 一 般 分 析 和 评论 ， 请 参阅 朱 格 模 编 车 的 《几何 基础 与 数学 基 
础 》 一 书 第 七 章 $1.§2. 一 一 译 者 注 
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a 


ommend pe ii 
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12.12(1323) 我 想 庶 说 我 个 人 的 一 些 鲜 为 人 知 的 看 法 ， 
我 认为 纯 数学 不 过 是 一 般 逻 辑 的 一 个 分 支 ， 而 且 这 一 分 支 是 . 
建立 在 数 的 概念 的 基础 之 上 的 。 它 与 那些 至 今 变化 不 大 的 其 
它 逻 辑 分 支 相 比 谭 青 》 世 可 谎 区 绽 经 历 子 目 天 的 发 展 ， 原因 在 
于 数学 这 一 分 支 有 它 特 殊 的 社 会 经 济 效益 。 0 a 
Oe E.) : | 


ey 


了 。 了 et M tothematiher Ke Oa 
ssesCL.eipaig, 1898) sD 149. 


12. 13C1325) .即使 是 过 分 地 专 大 了 数学 的 作用 ,也 不 能 
有 曲 此 而 否定 逻辑 教育 在 哲学 中 的 地 位 。 由 于 由 辑 教育 的 简明 
性 、 抽 象 性 和 普遍 性 ， ,以 及 不 受 任 采 感情 干扰 的 理 演 性 ， 而 
必然 使 之 成 为 教育 的 自然 基础 * 上 只 有 在 逻辑 学 中 ， 我 们 才能 
直到 推理 艺术 的 完善 发 展 。 不 论 是 最 自然 的 还 是 最 特异 的 逻 
辑 学 知识 ， 都 要 比 其 它 学 科 知 识 更 富有 成 效 和 具有 更 为 广泛 
的 应 用 性 。 须 知 数学 中 较为 抽象 的 部 分 ， 就 是 科学 演绎 与 系 
顷 记 译 星 论 壕 区 逻辑 知识 的 滨 朱 各 当 埋 一 各 所 特 (Co 
te, A.,) 


.Positive Philosphyt Martineau), en 
1875) ,Vol.2,p.439, 
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十 三 ”数学 与 哲学 


18.1(1405) 没有 哲学 ， 固 然 难以 得 知 数学 的 深度 ， 然 : 
而 没有 数学 ， 也 同样 无 法 探知 哲学 的 深度 ,两 者 互相 依存 。 还 
应 特别 指出 ， 如 果 既 无 哲学 又 无 数学 ， 则 就 不 能 认识 任何 事 . 
物 。 波 尔 达 斯 ， 德 莫 林 斯 (Bordas-Demoulins) 

Quoted in A. Rebiére: Mathématiques er 
Mathématiciens(Paris, 1898);p:147. : 


35.2(1406) 一 般 地 说 ， 哲学 高 于 数学 ,也 可 以 这 样 说 
数学 是 朴素 的 哲学 。 一 -一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
Schriften(Berlin, 1901) ;Teil: 2, p.443... 


15.5(1407) ”我 肯定 地 认为 ， 当 数学 家 或 哲学 家 用 一 些 : 
糊涂 而 又 莫 测 的 语言 进行 写 作 时 ， 那 他 一 定 是 在 戎 说 欠 道 . 
一 一 怀特 黑 德 (Whitehead， A.N.) 

Introduction: to Mathematics( New York,. 
1911) ,PP.227. : 


15.4(1411) 一 个 人 ， 如 果 连 正方 形 对 角 线 与 其 边 不 可 
通 约 一 事 都 不 知道 ， 那 他 就 失去 了 做 人 的 价值 。 一 一 柏拉图 
CPlato) 

Quoted by Sopiie Germain: Mémoire sur 


les surfaces élastiques. 


ear 
就 是 清晰 的 直觉 和 严格 的 演 经。 一 一 箔 卡尔 (Descartes)》 


Rules for the Direction of the Mind) 
Torrey's The Philosophy of Descartes 
(New York,1892),p.104. 


13.6C1414) ”如 果 没 有 严格 的 证 明 ， 则 不 能 信服 一 事物 
是 可 能 的 还 是 不 可 能 的 。 数 学 家 曾 证 明了 一 系列 可 能 的 事 和 
不 可 能 的 事 。 对 于 其 它 科 学 ， 如果 也 能 像 数 学 那样 严格 地 进 
行 推理 和 证 明 ， 则 必 将 最 终 发 现 许多 看 上 去 可 能 的 事 原 是 不 
可 能 的 。 一 一 雷 德 ， 汤 姆 斯 (Reid,，Thomas) 、 
Essay on the TIntellectual > of- Man, 
Essay 4,chap.3. 


13.7(1420) 许多 数学 问题 是 关于 数学 真理 的 普遍 性 和 
必然 性 的 问题 ， 也 是 知识 基础 的 问题 。 因 此 数学 一 方面 与 日 
常生 活 及 物理 科学 相 联系 ， 另 一 方面 又 与 涉及 时 空 观 念 的 拓 
学 密切 相关 。 一 一 凯 雷 ， 阿 塞 尔 (Cayley，Arthar) 

British Association dddress(1883)5Colye- 
cted Mathematical Papers,sV ol.11, p.430., 


15.8(14237 形而上学 的 推理 过 程 通常 都 很 得， 从 一 个 
夭 理 成 公理 出 发 ， 往 往 通 过 几 步 (很 少 有 更 多 的 步骤 ) 推 理 就 
获得 结论 ， 而 且 不 同 的 结论 互 不 相关 。 

然而 数学 推理 则 不 同 ， 其 范围 是 无 限 的 。 一 个 命题 可 以 
引出 另 一 个 命题 ， 再 引出 第 三 个 命题 ， 直 至 引出 无 限 多 个 命 
题 。 为 什么 数学 推理 的 范 国 如 此 广阔 ， 而 其 它 抽象 学 科 的 推 
理 范围 却 又 是 如 此 狭窄 呢 ? 这 是 由 数 是 特 性 所 决定 的 。 因 为 
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颈 训 可 午 郊 汶 多 个 部 分 直 鬼 这 er 


并 且 能 用 无 娄 种 不 本 的 方法 进行 由 圈 。 一 入 乱 ， 吻 刀 欠 
(Reid, Thomas) 


Essays on the Poibers of the Human Mind: 
(Edinburgh;1813) ;V ol.2, pp.422—423. 


13.9(1429) ”希腊 大 根据 自己 的 生 洪 经 验 而 获 致 节 述 结 
论 : 首先 是 可 以 建立 起 关于 自然 界 各 个 部 分 的 科学 ; 而 科学 
天 是 人 们 才能 的 实践 结果 。 :其 次 是 每 一 淋 科 学 都 引用 数学 语 
言 去 描述 。 这 种 君 法 在 柏拉图 的 著作 中 表现 得 尤为 明 总 "… 
在 今后 的 自然 规律 的 不 断 发 现 中 ， 可 能 在 汝 有 什么 结论 能 比 
上 述 结论 更 具有 普遍 意义 和 更 为 重要 的 了 ,一 一 辉 维尔 (Wh 一 
ewell, W.) 

History of the Inductive Sciences,V ol. 
1, Bk:2,chap.,3., 


15.10(1434) 几何 学 家 为 完成 那些 困难 而 又 宛 长 的 证 
明 过 程 ， 必 须 借 助 于 一 过 串 的 推理 ，. 但 把 这 一 连 串 推理 中 的 - 
每 一 个 步 又 分 离 册 来 单独 观察 时 ， 却 又 常常 显得 那么 简单 易 
行 。 实 际 上 ， 很 可 能 任何 运用 种 维 过 程 处 理事 情 ， 都 有 类 做 
的 情形 。 另 一 方面 ， 如 果 人 们 不 去 探索 ， 而 仅仅 关心 不 要 把 
假 的 当 作 真 的 ,并且 力 图 保持 着 从 一 个 真理 演绎 出 另 一 个 真 
理 的 顺序 , 那 就 不 可 能 去 发 现 那 些 深 深 埋 嘎 着 的 袜 理 的 奥秘 。 
一 一 笛 卡 尔 (Descartes) 
Discourse upon Method, part 2;The Phil— 
Osophy of DescartesCTorrey), (New Yo— 
rk,1892),p.,47, 
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X1503) .数学 推理 几乎 可 雇 应 用 于 任 倒 科 学 : 独 域 ， 
术 能 应 用 激 学 推理 的 学 科 极 少 : 遗 常 试 为 无 法 运用 数学 推 织 
的 学 科 ， 人 往往 症 由 于 该 学 科 的 发 暴 还 环 够 充分 只 人 们 对 于 该 
学 科 的 知识 掌 独得 太 少 , 甚 亩 还 在 混 瀚 的 首 级 险 段 。 任 条 地 
方 只 要 运用 了 数学 推理 ， 就 橡 一 个 蚌 生 的 人 利 册 了 一 个 聪明 
人 的 才 知 一样， 数学 推理 就 像 在 黑暗 中 的 烛光 , :能 照 亮 你 在 : 
黑 瞳 中 寻找 宝藏 。 可 尔 波 斯 诺 特 (Arbuhtnat) 

Quoted in Todhunder’'s:History of theT 
-heory of Prolbabslity(Cambridge, Londo 
~—n,1865),p .51. 


14.2(1504) ”数学 分 析 ， 是 整个 知识 系统 的 一 种 名 至 约 
基础 。 一 一 科 旭 特 (Comte, A》 
Positive Philosophy CMartineau), BR.1, 
chap .1. 


14.3C15665) ' 只 有 通过 数学 ;我们 才能 彻底 子 解 种 学 移 : 
精髓 。 只 有 在 数学 中 ,我 们 才能 发 现 科学 规律 的 高 度 简洁 性 
严格 性 和 抽象 性 。 任 何 科学 教育 ;如 果 不 以 数学 作为 出 发 点 ， 
则 其 基础 势必 有 所 缺陷 。 一 一 科 姆 特 (Comte,A.) 
Positive Philosophy CMartineau), Bk.1,ch 
-ap.1., 
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14.4(i507) 广义 地 说 ， 一 个 数学 概念 就 是 科学 概念 。 
一 一 努 及 利 斯 (Novalis) : 
Schriften(Berlin, 1901), T eil 2,p.222., 


14.5(1508) 我 坚定 地 认为 ， 任 何 一 门 自然 科学 ， 只 有 

当 它 能 应 用 数学 工具 进行 研究 时 ， 才 能 算是 一 门 发 展 浙 趋 完 
善 的 真实 科学 ….… 一 般 邮 说 ,纯粹 的 自然 四 学 ( 即 仅 涉及 自然 
的 一 般 概 念 的 哲学 7 可 ' 以 不 直接 涉及 数学 工具 的 运用 。 但 对 那 
些 处 理 确 定性 对 象 的 自然 科学 (如 物理 学 或 心理 学 ) 来 说 ， 则 
只 有 在 其 能 够 运用 数学 工具 时 本 能 算是 真正 的 科学 。 而 且 一 
门 科学 对 于 数学 工具 的 府 用 程度 ， eG 
科学 的 发 展 程 措 。 一 一 赔 德 (及 ant, 卫 .) 
Metaphysische Anfangsgriinde der Natu— 


,rwissenschaft,V orrede. 


14.6(1510) 我 认为 没有 哪 一 门 科学 的 服务 功能 与 协调 
功能 能 像 数学 那样 高 度 完 善 。 一 一 戴 维 斯 (Davis, 下 .W.) 
Proceedings Nebraska Academy of 9cye- 
“nces for 18986 (Lincoln,1897) ,Pp.282. 


14.7(1512) ”数学 除了 有 助 于 敏锐 地 了 解 真理 和 发 现 真 
理 计 外 ,: 它 还 有 造型 的 功能 ， 即 ea 
We 一 一 格拉 斯 曼 (Grassmanny, HH 

1 Sticke: aus dem Lehirbuche der， Arithmet- 

WA Bd .2 ,p， 298 


14. gd1514) 网 理学 愈 发 展 就 愈 数 学 化 。 数学 是 物理 学 
的 收敛 中 心 。 我 们 可 以 根据 一 门 科学 应 用 数 学 工具 的 程 度 
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来 评定 该 门 科学 的 完善 程度 。 ~ 过 特 看 特 rQxctalety 
Quoted in E,Moailly’s-Eulngy on Qut;S-— 
mithsonian Report,1874,p, 


14.9(1516) 物理 学 家 的 研究 工作 一 开始 就 要 不 断 地 依 
靠 数学 家 ， 因 为 即使 是 在 最 简单 的 情况 下 ， 如 果 不 作 任何 数 
学 讨论 ， 则 其 测量 的 直接 结果 就 是 完全 没有 意义 的 。 当 物理 
学 家 们 用 数学 来 说 明 实验 结果 时 ， 他 会 发 现 两 个 或 两 个 以 上 
的 物理 量 彼 此 之 间 存 在 着 一 种 确定 的 关系 ， 从 现 有 的 这 一 关 
系 出 发 ， 数 学 家 常常 可 以 推断 出 问题 中 的 一 些 已 知 量 与 一 些 
未 知 量 之 间 的 原先 不 知道 的 关系 。 库 仑 (Coulomb) 是 把 实验 
师 和 数学 家 的 作用 互相 结合 起 来 而 发 现 了 两 个 带电 粒子 之 间 
的 作用 力 的 规律 ， 并 且 这 一 规律 在 往 后 的 发 展 中 就 变 成 了 纯 
粹 的 数学 问题 ， 从 而 无 需 做 任何 实验 ， 即 可 确定 电荷 在 带电 
导体 上 的 分 布 状况 。 而 且 对 于 这 个 问题 ,数学 家 们 可 以 用 不 
辐 的 方法 去 求 


Pi Address ee Association 
for the Adyancement of Science.Section 
A(1877) ;Nature,V ol.16,p.312—313. 


14.10(1529) 工 床 的 后 面 是 北 学 家 ,化 学 家 后 面 是 物 么 
学 家 ;而 物 独 学 家 后 面 则 是 数学 家 。 -怀特 (Write ,wyr : 
F.) 

Scrap—book of Elémentary Mathemaiits 
(Chicago, 1908),p.217. 


14.11(1541) 如 果 和 希腊 人 不 研究 圆锥 截面 ,那么 开 普 勤 
《Kepjer) 就 不 能 取代 毕 托 雷 米 CPto 乱 二 y) ;而 蜡 焉 史 容 希 腊 
全 究 了 动力 学 , 开 管 惑 才 消 可 能 先 寺 半 湛 而 站 现 放 学 定律 : 
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一 一 克 维 尔 (Whewell ,3 
History. of the Inductive (New York, 
1894)sV ol,.1yp.311; 


14.12C154 当 ” 正 是 由 于 伟大 的 雷震 奥 蒙 太 纳 斯 (Regi- 

"wmontanus) 在 给 伦 堡 工作 室 里 计算 了 航海 历 书 才 使 哥伦布 

(Coiuiibus) 能 以 发 现 新 大 陆 。 一 一 和 鲁 的 奥 (Ridio,F.) | 
Drored: in Max Simon’s "Geschichte' der 
Mdthematik im AltertumtBerlin, 1909), E ~ 


inleitung, Pp. x? 


14.13Ci5445 :学 光 有 许多 人 斌 为 关于 水 星 黄 道 的 计算 
工作 是 笔 无 意义 前; 准 击 现在 因 人 头 和 皆 知 这 二 计算 工作 在 航 
海牛 注定 经 度 有 重要 意义 。 一 温 特 惫 (Whately,RD” 
， Aimbtations to0o'Baton’s Essuys (Boston, 
“1783) , Pp .492. 


14.14(1548) 通 数 概念 的 分 析 , 不 仅 为 天 文学 家 及 物理 

学 家 提供 了 计算 串 离 时间、 速度 和 各 种 物理 常数 的 公式 ， 而 

且 还 为 探索 种 种 运动 规律 提供 了 有 力 工具 ， 教 给 人 们 如 何 依 

据 已 有 的 经 验 去 玩 测 未 来 的 事物 ， 从 而 能 进一步 获得 自然 界 

的 科学 知识 ， 从 千姿百态 的 现象 中 总 结 出 反映 本 质 的 基本 规 
律 。 一 一 普 林 希 姆 (hringsheim,A.) 

和 Jahresbericht der Deutschen. Mathematike 

-r Vereinigung, Bd.13,p.366. 


14.15《1565) ， 骨 然 机 学 肥 系 些 分 灭 《 请 中 物理 学 ， 天文 
学 和 光学 等 ) 对 汗 那 些 末 经 焉 规 数 学 训练 的 态 来 说 ,几乎 是 不 
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a ee 


可 认识 的 一 -一 斯 特 沃 特 ， 社 格 尔 德 ， Ee yorald) 
Philosophy of the Human Mind, Part 3， 
ciap .1, seet.3. 


14.16(1589) ” 涝 王 星 的 发 现 是 数学 各 天 文学 上 的 伟 火 
成 就 。 赤 王 星 并 中 有 和 精确 地 沿 着 预先 计算 的 轨道 运动 ， 而 是 
受 某 种 未 知 因素 的 影响 而 偏离 了 某 个 距离 ， 这 一 事实 甚至 单 
赁 灵敏 的 肉眼 都 能 党 察 出 来 …… 根 据 这 一 微小 的 偏差 ， 还 可 
计算 出 那些 未 知行 星 的 位 置 ， 并 进一步 去 观察 和 验证 它们 的 
存在 。 科 威 列 尔 (Leverrier) 给 癸 尖 CGaile) 芍 档 中 指出 ,“ 把 
你 的 襄 远 镜 对 维 宝 瓶 党 (Aquarius) 昨 座 的 商道 , 在 经 成 326 忆 
媳 ， 刚 可 在 一 诬 范 围 内 找到 一 颖 艇 的 行星 ， 并 党 察 到 光鲜 的 
存在 ， 它 就 是 第 涛 符 星 ”1846 年 9 男 2 妇 月 钢 晚上， 天 文学 家 
在 相 林 观察 了 半 小 时 后 ， 就 在 偏 高 利 威 列 尔 所 指出 的 精 痛 位 
置 52' 的 地 方 发 现 了 这 颗 行 星 的 穿 证 扬 {Younz,C.A.) 

(reneral Astronony (Boston,1891), Art.653., 


14.17(1560) 我 确信 化 学 的 发 展 和 进步 ,在 很 大 程度 上 
玫 决 于 化 学 扎 数 学 咎 给 全 的 深度 。 一 一 乙 伦 克基 处 (Frank1l- 
and,A.) 

American Journal of Mathematics,V ol.1, 


1418(1561) ”如 果 没 有 高 等 数学 知识 ， 要 了 人 解 物理 学 或 
普通 化 学 的 最 近 发 展 ,已 是 不 可 能 的 了 。 一 汪 梅 洛 尔 (Mell- 
or,J.W.) 

Higher Mathemalics New Yorh, L902 'P- 
ryace,. : 
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:14.19(1567) ”望远镜 作为 一 种 探索 空间 的 工具 ,使 得 空 
间 遥 远 的 区 域 逐 步 洁 近 我 们 。 .而 数学 则 以 归纳 和 推理 ， 使 我 
们 向 着 更 下 远 的 天 空 继续 前 进 ， 并 把 天 际 的 菜 个 部 分 带 进 我 
们 的 认识 范围 。 现 代 天 文学 的 一 切 应 用 成 果 ， 给 智慧 的 眼 畏 
揭示 了 释 堂 的 和 颈 体 , 并 且 在 望远镜 指向 某 个 天 体 之 前 ,就 计算 
出 了 该 天 人体 所 在 的 位 置 、 运 行 轨道 和 总 体质 量 。 一 一 汉 姆 波 
尔 特 (Humboldt,A.) 

CosmosLotte},V ol.2,part 2,sect.3, 


14.20(1569) 没有 任何 一 门 学 问 的 学 习 , 能 像 学 习 算术 
那样 强 有 力 地 波及 到 国内 的 经 济 ` 政 治 和 艺术 。 数学 的 学 习 ， 
能 够 激励 那些 沉睡 和 不 求 上 进 的 年 轻 人 ,:, 促 使 他 们 发 展 智 莫 
和 增强 记忆 力 ， 夫 至 到 得 超越 自身 天 赋 的 进步 。 一 一 柏拉图 
(Plato) 

LawstJowett,) BR.5,p:747;: 


14.21(1576) 没有 测量 ， 就 没有 计算 。 黑 尔 巴 特 , 
(Flerbart I.F.》 
W erketK ehrbach) ; (Langensalza, 1890), Bd. 
5,p.97. 


14.22(1579) 在 数学 中 ， 我 们 找到 了 理性 的 本 源 。 生 物 
学 家 也 必须 以 数学 为 工具 来 进行 他 们 的 研究 。 一 一 科 姆 特 
(omkes A ). 
Pasitive Philosophy CMartineau), Bh. 5,. 
chap.1. 
:14.:23(1583) .把 数学 应 用 于 心理 学 不 仅 是 可 能 的 ,而 且 
是 必需 的 。 理 由 在 于 没有 任何 其 他 的 工具 能 使 我 们 达到 思考 


的 最 终 自 标 汪 一 信 最 二 一 黑 尔 巴特 (Herbart,J.F.》 
WerkhelLK ehrbach}, CLangensalza;1890),Bd. 
5,p.104.. 
14.24(1584) ”所 有 比较 确定 的 知识 ， 都 必须 从 计算 开 
始 。 这 一 重要 结论 不 仅 对 记忆 、 想 象 和 理解 的 理论 来 说 是 如 
此 ， 而 且 对 感觉 、 愿 望 和 感情 的 学 说 来 说 也 是 如 此 。 一 一 黑 
尔 巴 符 (Herbart,J.F .>》 
WerkeLK ekrbach), (Langensalza,1890),Bd. 
5,p.103, 


14.25(1585) 不 久之 后 ， 数 学 将 在 医学 中 起 到 重要 作 
用 ， 这 方面 的 因素 已 在 逐步 增长 。 事 实 上 ， 生 理学 ， 图 形 解 
剖 学 、 病理 竺 和 治疗 学 等 都 必须 遵循 它 们 特有 的 数学 规律 。 
尔 ， 小 克 因 (Dessoir, Max) 
Westermann’s Monatsberichte, Bd. es p. 
308; 
Ahrens: Scherz und Ernst in der Mathe- 
matik(Leipzig,1904),p.395. 


14.26(1586) 只 有 将 数学 应 用 于 社会 科学 的 研究 之 后 ， 
才能 使 得 文明 社会 的 发 展 成 为 可 控制 的 现实 。 一 一 怀特 (W- 
hite,W.F.) 

A Scrap-book of Elementary Mathematics 
(Chicago,1908), p.208. 


14.27(1589) ”概率 沦 与 误差 论 已 成 为 伟大 的 数学 知识 
与 数学 实践 中 不 可 忽视 的 一 部 分 。 尽 管 它 们 是 通过 关 文 学 . 测 
地 学 及 淘 理 学 的 发 展 而 发 展 起 来 的 ， 但 概率 论 与 误差 论 的 应 


用 领域 正在 日 益 扩大 ,并 渗透 到 - 切 现代 利 学 和 社会 生 活 的 
每 一 个 角落 ,从 而 对 志 来 科学 和 社会 的 发 展 起 到 极为 重要 的 
作用 。 因 而 数学 的 学 习 就 不 仅 是 普通 教育 所 必需 ， 甚 至 对 于 
正 沿 理解 肛 常 生活 也 至 为 重要 。 一 一 乌 达 尔 特 (Wopdard， 
RD:) 

| Frobability and Theory of Errors (New 
Y ork,1906), Preface, 


14.28(1599) ”历史 科学 的 发 展 ， 也 倾向 于 数学 的 应 用 ， 


因为 数学 有 分 类 的 功能 。 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
Schriften(Berlin, 1901),7 eil 2,p.192, 


14. 29(1599a) 功 史 从 来 就 没有 被 认为 是 一 门 单纯 的 统 
计 科 学 ， 而 是 一 门 有 奖 生 合力 与 时 间 序列 关系 的 科学 。 这 种 
与 物理 能 生机 械 能 的 各 种 形式 统一 在 一 起 的 生命 力 ; 一 直 在 
不 断 地 倾向 于 数学 的 表述 ,一 一 亚当 姆 , 享 利 (Adam,Henry) 
A Letter to American Teaciiers of His- 

tory (Washington, 1910), p.115, 


14.50(1599b) 数学 还 与 修辞 学 保持 着 一 定 的 关系 ， 因 
为 数学 有 助 于 修 侠 规律 的 研究 一 一 希 尔 曼 (Sherman L. 
A.) 
UniversityLof Nebraska) Studies; Vol. 1, 
p.130., 
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15.1(1601)〉 数学 问题 的 求解 往往 与 计算 直接 相关 ， 而 
许多 过 去 楼 花费 毕生 时 间 才 能 完成 的 运算 ， 宕 现代 数学 工具 
A Po DAN I 欧 斯 特 (Mach， 
Ernst) 

Popular Scientific Lectiures CMc Cormachk) 
(Cnicago,1898), p.197. 


15.2(1602) 任何 问题 最 终 都 要 归结 到 数 的 问题 ， 因 为 
任何 事物 都 处 于 彼此 相关 的 量 的 决定 性 中 。 一 一 科 姆 特 (Co- 
mte,A.,) 

Positive Philosophy CMartineau), BR. 1, 
chap.1., 


15.3C1603〉 毕 达 哥 拉 斯 认为 数 是 万 物 之 源 ， 数 的 规律 
是 打开 字 宙 秘密 的 钢 耳 。 但 是 数 的 规律 都 有 内 在 的 次 序 ， 对 
此 初 看 起 来 似乎 十 分 神奇 ， 但 在 熟悉 之 后 ， 就 会 认识 到 这 些 
数 的 规律 不 仅 可 以 解释 自然 现象 的 惊人 的 一 致 性 ， 而 且 都 是 
内 在 的 和 必然 的 。 一 一 卡 鲁 斯 ， 保 罗 (Carus,Paul》 
Refleciions on Magic Saquaress Monist, 
Vol.16(1906),p.139. 


15.4(1604) 上 古代 数学 家 都 说 算术 与 几何 是 数学 的 起 
膀 。 怕 认 为 这 两 门 料 学 是 那些 处 理 量 的 一 切 科学 的 基础 ， 而 
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且 不 仅 是 基础， 甚至 还 是 顶 石 。 因为 应 用 任何 结果 的 时 候 ， 

都 必须 把 该 结果 转换 成 数 和 线 ， 而 要 将 某 种 结果 转换 成 数 和 

线 ， 就 必需 借助 于 算术 和 几何 。 一 一 拉 格 朗 日 (Lagrange) 
Eerone Elémentaires ‘sur 8 .Mathémati- 


ques, Lecon seconde, 


15.5(16099 一 个 类 的 数 就 且 与 给 宋 的 类 相 催 的 所 有 类 
的 类 。 一 一 罗素 ,巴尔 特 伦 德 6Ruesell ,Bertraad》 医 
Principles of Mathematics (Cambridge.,. 

z Bh .415 。 


15.6(1610) 数 只 有 类 的 不 变性 。 当 类 经 受 变化 而 不 破 
坏 类 中 名 个 带 禾 移 不 同性 质 的 钉 ， 0 
的 。 一 一 法 因 ( 上 ine* HH,B,) 
Number_system of Algebra 全 R ng 
New. Y¥ ork,1890), 8.,3. 


15.7(1611) 算术 可 称 之 谓 事物 在 空间 、 力 和 时 间 中 被 
精确 限制 的 一 门 科学 。 一 一 由 克 短 (Parker,,W.) 
Talks or Peqdogogics(New York,1884), 
p.64. 


15.801042》 短 沁 是 画 娄 卫 短 的 科学 ， 而 代数 网 最 表 妆 
迹 换 的 科学 < 一 一 盘 纺 融 4fiowisane He 
ournal of SpeowWative PTDSobhy， Vo!l. 
$3p.176. 


15.901614) - -现代 分 析 格 强大 入 合力， 自 训 下 航 三 不 
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发 现 , 阿 拉 伯 数字 、 十 进 制 小 数 和 对 数 。 一 下 约 里 (Cajert， 
Fy 
History of Maipemds evyt Mer Y ork, 1897), 
p,161。 


15.10(1623) ”一 六 而 9 爱人 可 以 说- 下 ce 工 和 的 目 了 的 ， 

在 诗 贷 效 子 要 具有 评 舞 的 能 力 y 另 一 方面 ， 世 可 以 说 ， 通 过 
数字 工作 湛 罕 入 地 了 了解 变化 着 前 物 半 对 象 及 其 活动 ， 以 便 更 
好 地 掌握 客观 世界 。 从 某 种 观点 来 看 ， 刺 个 惟 界 都 可 用 数字 
测量 和 估 值 去 确定 地 解释 和 理解 。 在 普通 学 校 里 进行 算术 
教育 时 ， 旋 地 该 筑 给 茨 子 全 用 数学 眼光 来 看 竺 和 俏 检 党 物 。 
一 一 麦克 马 雷 (McMurray;C. A.) - 

Special Method in eee ew Y ork, 

1906), p.18. 


15.11(1626) 算术 和 几何 ,号 天 文学 家 借以 得 翔 于 高 空 
的 两 只 翅膀 。 一 一 波 耶 ， 罗 保 特 (Boyle, Robert) 
Usefulness of Mathemaitics to Natural 
Philosophy; Works(London,1772) ,Vol.3, 
bp.429s | 


三 . 投 6 坦 37 算术 符号 是 生出 来 的 图 形 而 北 何 揪 形 则 
是 表册 来 的 盆 式 。 一 一 项 尔 个 特 ( 玫 ijbertsl、) 

Mathematical Probems; Bultetin American 

Mathematical Society,V ol.8(1902),p.443, 


.4810993 力作 汉 吏 大 消 请 We : 
do terete tteip ee ep 


N oah re Vulgar Arithmeti he ie 
"don;,1659), D127, 


15.14(1631) 数 的 军队 犹如 人 的 军队 那样 ,并 不 总 是 想 
象 中 的 那么 强大 。 一 一 莎 奇 (Sage,M.) | 
Mrs. Piper and the 5 ociety or Psychical 
Researcht Robertson) New ¥ ork, 1909)， 
p.151. . 


15.15(1634) 上帝 只 创造 了 整数 ,其 余 一 切 都 是 人 工 构 
造 出 来 的 。 克 治 雷 克 尔 (Kronecker， L.) 
Jahresberichte der Deutscnen Mathemati- 


Rer Vereinigung, Bd.2,0.19, 


15.16(1636) ”整数 是 全 部 数学 的 源 果 。 一 一 内 可 夫 斯 基 
(Minkowski, H) 
Diophantische Approximationen(Leipzig, 
1907),V orrede. 


15.17(1639) ”严格 地 说 ， 数 论 并 不 涉及 负数 分数 或 无 
理 数 ,因而 那些 必须 涉及 分 数 .负数 或 无 理 数 等 概念 才能 表述 
的 定理 ,就 不 是 纯 算 术 的 定理 。 一 一 马 休 斯 (Mathews;G.B.) 

Theory of Niumbers (Cambridge, 1892)， 
~ Part 1,secti:l. 


15.18(1642) 数学 是 科学 的 皇后， 而 算术 是 数学 的 上 
后 ， 而 和 皇后 却 又 常常 届 尊 地 为 天 文学 和 其 它 各 门 自然 科学 提 
供 服 务 6 然而 在 整体 关系 中 9 . 苑 论 邵 何 皇后 总 是 被 排列 在 首 
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位 的 。 一 高斯 (Gauss》， : 
ee Satogkivus von Waltershausen: Gauss Zu 
Gedicntniss. (Leipssgs1856), pb.79. 


“15.19(1647) ”正如 高 斯 首先 指出 的 那样 , 割 国术 问题 或 
等 分 园 问 题 明 显 地 取决 于 算术 。 这 些 问 题 是 数论 与 超越 分 析 
以 及 纯 几 何 相 关 的 最 早 的 和 最 简单 的 例子 。 它 们 初 看 起 来 十 
分 神秘 而 又 如 此 频繁 地 出 现 。: 一 一 马 休 斯 (Mathews,G.B.)》 

Theory of Numbers Comonig des 1892)， 
Part nh 167 。 


“15.20(1702) “代数 是 德 慨 大 方 的 ,地 所 给 予 的 远 远 超过 
她 所 索取 的 。- 一 - 达 妆 贝尔 (DAlemberb 
Quoted in Bulletin American Mathema- 
en Ee ‘2(1905), p.285, 


5 2101707) 如 果 代 数 与 几何 各 自分 开发 展 ， 那 它 的 进 
步 将 十 分 缓慢 ， 而 且 应 用 范围 也 很 有 限 。 但 若 两 者 互相 结合 
而 共同 发 展 ， 则 就 会 相互 加 强 ， 并 以 快速 的 步伐 向 着 完美 化 
ED 一 一 拉 格 朗 日 (Lagrange) 

Legons élémentaires sur les Matihémati~ 


ues, 0 Srna. 


15, 2201713) 考查 算术 的 最 好 方法 ， 有 研究 人 数 . 
一 一 卡 约 里 (Cajori,F.) 
a and 2 of Mathematics io 
US. CT Oe 10. 


15, 25(G1714) 简 言 之 ， 代数 是 函数 的 演算， 而 算术 却 是 
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数值 的 演算 。 一 科 旭 特 (Comte， A 7 
Philoso wy oF MothemabicetiGi lles pie] CN- 
: 8 下 BR yi85 ky, .55: 


15.24C1¥i9) 根据 有 资 模 的 之 害 ,. 我 们 可以 有 拒 握 地 
阮 并 : 厌 管 疹 尖 只 密 朱 异 四 元 洁 巩 著作 现在 还 时 那么 密 静 地 
被 搬 伍 在 狂 学 迪 的 书 涡 上 ， 基 至 炎 琴 洋 此 崎 网 进 此 书 的 大 不 
足 5o > 诉 阅 诗 直 该 意 的 大 更 是 不 层 5 人， 但 在 下 一 个 世纪 中 
人 位 区 将 确 袍 险 密 和 尔 对 四 元 煞 将 是 :19 世纪 最 作 大 的 发 现 。 
希 尔 ， 汤 姆 士 (Hill, Thotas》 

North American Review,V ol.85,p.223. 


15.25(1727) 在 代 警句 丫 指 出 ， 上 帝 把 大 海 赐 猴 了 英 
国 ; 叉 把 大 陆 党 给 了 法 区， 醒 翅 层 都 被 分 给 了 德国 。 于 是 德 
国人 从 云层 帅 获 得 了 + (加 续 ) 和 和 ~ ( 减 学 )y 而 这 些 符号 所 产 
生 的 思想 对 人 类 的 幸福 至 关 重 要 ， 这 一 切 是 无 法 在 大 海 或 大 
清 中 铸 下 的。 一 一 怀特 黑 德 (Whitehead,A.N.) 
An Introdietton fo Maveamatiee No Y= 
OrR， 1911), p, 386 . 


15.26《17309 迄 至 则 前 为 计 ，， 入 们 对 手 媳 数 的 考虑 ， 依 
然 在 很 大 的 程度 上 把 成 数 寻 结 为 一 个 有 毛病 的 概念 ， 以 致 给 
壤 数 蒙 上 一 层 腊 肛 而 神奇 的 色彩 。 我 认为 只 要 不 把 +1, 1、 
VI 时 做 六 二 、 负 王 和 媳 一 ， 商 称 之 附和 疝 前 一 、 及 向 汪 和 侧 
向 一 ， i i di 高 斯 人 G- 
AUus3;G. FR.) 


.Théorig tesidiorum a Co- 
mmentatio SecundasW erke, Da， ee 
yen; 1863)70， 77 。 


二 五 站 个、 a 


me 2 


+ Pp 


算 也 行 之 有 效 的 情况 是 一 样 的 。 Pe 

种 形式 你 涛 自已 的 外 农 。-= 一 塞 尔 维 苦 赔 (8ylvester,1.].》 
~ Philasephical Magazine, al 1, 1851), p: 
300;Collected a meen po Hok!, 
p.247. | 


15.2&K1742，、 理 如 虱 谓 所 应 ,“ 条 第 大 路 都 退 向 时 蕊 ”一 
样 ， 我 认为 ， 至 少 在 我 自身 的 情况 尺 ， 所 有 的 代数 问题 或 述 
或 早 都 娶 归 绪 到 近世 代 浴 诅 兽 府 卡 ， 而 在 普遍 的 光照 夺目 的 
A I 
-ester,J,J.) 
On. ee Rule for the Dsapvery of 
Lmagmary Raatse Collested MM oom 
. Rapars,V ol..2,p,380. 


15.29(1750) 我 认为 那些 想 把 化 学 提高 到 一 个 反 当 位 

置 的 青年 化 学 家 们 ， 应 当 聪明 地 及 时 掌握 代数 形式 理论 。 而 

对 于 物理 学 来 说 ， 我 认为 力学 就 是 在 分 割 理论 或 理想 元 素 论 

基础 上 ， 或 在 两 者 的 共同 基础 上 所 选择 的 代数 结构 ， 而 这 些 

也 是 末 来 化 学 所 必 不 可 少 的 …… 不 变量 理论 和 腊梅 现象 论 乃 

是 一 对 姐妹 理论 。 一 一 塞 尔 维 斯 赔 C(Sylvester,].].) 
Ameniagn J ournol af Mathematies,y.ol, I 
CS f26 ， 


人 (17527 近来， 下 治 现 皮 电 生存 流行 了 ， 即 认 
为 许多 数学 分 支 ， 瑟 读 是 项 特 丈 玫 的 不 赛 起 理论 。 一 一 李 ， 


~ 
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索 福 斯 (ie， Sophuds) . z 四 
Confinuierlicje GrippenSchef fers (Es p= 
z 212， 1898),p 665. : 


15. 51Gl80D 图 形 的 科学 是 最 为 灿烂 而 美丽 的 科学 ,对 
此 仅 被 称 之 日 几何 学 , 0 一 一 福 里 希 里 
纳 斯 (Frischlinus,N.) . ' 
Dialog 1., 


15.32C1802) 柏拉图 说 ** 上 帝 在 不 断 地 制作 几何 图 水 。 
一 一 普 鲁 达 契 CTlutarch) 本 


‘Convivialium a pulo on one 8,2, 


15.33C1804) 所 有 的 权威 都 赞同 这 样 的 观点 , 即 柏拉图 
研究 几何 学 或 某 些 严密 科学 对 于 他 研究 哲学 是 必 不 可 少 的 准 
备 。 在 柏拉图 的 学 校 入 口 处 张榜 通告 ,不 熟悉 几何 学 的 人 请 
勿 入 内 。” 据 传 ， 柏 拉 图 确 曾 拒绝 过 不 通晓 九 何 学 的 人 作为 他 
的 学 生 。 一 一 巴尔 (Ball， W.W.R.) . 
History of Mathematics (London, 1901),， 
p.45., 


15. 34(1805) 塑造 与 才干 ， 构成 了 探 求 真理 的 基础 。 
一 一 帕克 尔 (ParkeryF,W.) . 
Talks on PedagogicsCNew York, 1894),p. 72。 


15.85(18097 儿 何 真理 是 以 浙 近 线 的 形式 靠近 物 理 真 
理 的 ， 亦 即 物 理 真 理 是 无 限 地 接近 几何 真理 ， 而 又 不 能 完全 
I o 达 朗 贝尔 (D’Alembert) 

Quoted in Rebiére: :Mathematiques et Ma- 
thématiciensCParts;1898), p10,. 
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65. 86(1810) 几何 是 地 辑 决 策 的 最 完 半 的 济 一 布 
交 尔 (Buckle， 同上 
-History of Civilization in England (New 
York,1891),Vol.2,p.342,. +- - 


， 15.37C1811) ”几何 学 的 光荣 ,在 于 它 从 很 少 几 条 独立 自 

主 的 原则 出 发 ， 而 得 以 完成 如 此 之 多 的 工作 。 一 一 牛顿 (Ne-~ 

Wton) 
人 Naturalis Principia M atne - 


maticg, Praefat. 


15,38(C1812) 几何 学 把 严格 的 逻辑 推理 应 用 于 空 间 和 
图 形 的 性 质 ， 不 论 这 些 性 质 本 身 是 何等 明显 与 无 省 可 击 ， 几 
何 学 的 严格 推理 还 要 把 它 向 前 推进 一 步 。 亦 即 无 论 什 么 性 质 ， 
不 论 占 多 么 明显 ， 在 几何 学 中 仍然 不 多 许 不 加 证 明 ， 因 此 ， 
虑 条 学 是 从 最 少 的 前 所 出 发 而 证 明 全 部 几何 实 理 的 ,着 
天 机 CDé Morgan, A.) 1 - 
”On the Study and Di ffiouhties of Mdthe: 
matics(Chicago, 1902) ;Dp. 231， 


15.59(1815) 几何 学 是 一 门 了 解 和 学 握 事物 外 部 关系 
的 科学 ， 几何 党 还 使 得 事 锣 的 这 些 外 部 关系 更 易于 其 释 、 了 
述 和 传播 。 一 -“ 哈 斯 特 (Halster,G.B.) 
Proceedings of the American Asgsociation 
2 the. Advancement Snes (1904) ， 
es 359。 ee 


15 .40 (C1826) 尽管 在 我 初学 履 几 里 得 几何 原理 时 ， 甚至 
感到 肿 何 学 非常 讨厌 ， 但 是 几何 学 最 终 还 是 构成 了 了 我 的 第 一 
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宇宙 。 而 且 后 来 当 我 深入 研究 任何 数学 问题 时 ， 总 要 航 及 几 

何 的 基础 部 分 。 一 一 塞 尔 维 斯 脱 (Sylvester,JJ.) 全 
A Plea for :the Mathematician; Nature, 
Vol,1,p.282.. 半生 


15.41(1827) 对 数学 而 言 ， 牛 顿 显然 是 个 奇才 , 欧 几 里 
得 的 《 几何 原本 》 在 他 面前 竟 显 得 如 此 微不足道 。 牛 顿 起 先 
确 也 曾 认为 ， 几 何 原理 是 如 此 一 目 了 然 ， 定 理 之 证 明 也 很 容 
易 ， 但 当 他 阅读 较 难 慌 的 笛 卡 尔 几何 学 时 ， 终 于 发 现 若 不 透 
彻 掌握 几何 原理 ， 则 必 将 陷入 困境 。 于 是 ， 他 又 高 高 兴 兴 
加 过头 去 重新 学 习 欧 几 里 得 的 《 儿 何 原本 >。 一 一 巾 尔 顿 ， 氏 
姆 斯 (Parton， James). - 


Sir Tsaac auton, 


15.42(1829) 如 果 几 何 学 不 是 严密 的 科学 ， ,那么 几何 学 
就 不 足 道 了 。 因而 若 不 重视 证 明 的 严格 性 ， 那么 整个 几何 教 
育 的 价值 就 等 于 零 。 事 实 上 ， 欧 几 里 得 的 严格 性 是 一 致 公认 
的 。 一 一 史密斯 (Smith, H,J.S.) 

Nature, oh 8,p, 450， 


15. 43(1831) 没有 人 能 像 胸 几 里 得 那样 输出 如 此 容易 
而 又 自然 的 几何 结果 之 链 ， 而 且 每 个 结果 都 是 永 真 的 。 一 一 
德 ， 摩根 (De Morgan，A.) 

Smith’s Dictionary of Greek and Roman 
Biography and M ythology(London, 1902). 
Article" Bucleides.” 


“15., #4C1837) 条 部 的 信人 成 训 表明 几何 学 是 演绎 形 
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式 的 一 种 强 有 力 的 武器 ; 它 把 那些 本 身 不 可 分 割 的 事物 人 为 
地 加 以 分 割 ， 并 且 由 此 而 进入 注 绎 推 理 . 一 布 克 外 (Bue- 


kle, H.T.)> 
«History of Civilization. 17 Englond 人 
了 orR， 1891) ,Vol.2,p,.243. 


15.45(1840) 几何 学 是 星星 之 友 , 它 用 最 纯洁 的 纽带 把 
心灵 与 心灵 联结 在 一 起 。 在 几何 学 中 只 有 推理 ， 并且 不 受 时 . 
记 与 空间 的 干扰 与 控制 。 一 一 华 效 活 尔 斯 (W ordsworth) 
The Prelude, Bh.5. 


15.46(1855) 毕 达 哥 拉 斯 在 发 现 了 他 的 直角 三 角形 基 
本 定律 后 ， 曾 举办 了 一 次 盛大 的 牛 祭 。 从 此 以 后 ， 每 当 新 的 
真理 被 发 现 后 ， 所 有 的 答 人 ( I 
波 尔 纳 (Boerne) 
| :Quoted in Moszkowskhi: Die unsterbliche 

Kiste(Berlin, 1908) ,Pp,18. 


: _[*J] 在 德语 方言 中 ， 答 人 被 称 为 午 。 一 一 译 少 注 ” 
15.47(1864) “所 有 的 几何 推理 最 终 都 是 循环 的 ,如 果 我 
们 从 点 开始 ， 那 么 这 些 点 可 以 用 相关 的 级 和 面 来 定义 ;如果 
我 们 从 线 和 面 开 始 ， 那 么 这 些 线 和 面 可 用 它们 通过 的 那些 点 
来 定义 。 一 一 有 罗素， 贝尔 特 伦 德 (Russell，Bertrand) 
Foundations of Geomelry Ce 
1897), Pp.120. 


15.48C1865)〉 描绘 作为 几何 学 基础 的 直线 和 贺 是 力学 
的 事 。 郊 何 学 并 不 数 给 我 们 如 何 去 描绘 这 些 线 ， 而 要 求 初学 
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者 在 学习 用 何 学 之 前 就 马 学 安 如 何 精确 地 描 结 这 些 级 甩 攻 
描绘 直线 和 圆 弧 的 问题 不 是 谍 何 问题 ， 这 些 闽 题 的 解决 质 千 
力学 .几何 学 在 求解 问题 时 ,只 是 利用 了 这 些 直线 和 辆 弧 ……… 
因此 ,. 九 何 学 是 以 力学 的 实践 为 榴 础 的 ,: 它 只 是 普通 力学 中 
涉及 测量 艺术 的 一 部 分 ,人工 的 艺术 主要 与 物 林 的 运动 有 关 ， 
因而 几何 学 所 涉及 的 是 物体 的 量 ， eh 
运动 。 一 一 后 顿 (New 妈 0) i 

a Naturalts Principia Mathe* 


matica Praef at 


15.49C1866) 我 们 必须 承认 ， 存在 着 独立 的 几何 学 ,就 
像 存 在 着 独立 的 物理 科学 一 样 ;两 者 均 豆 用 数学 方法 来 处 理 。 
几何 学 是 最 简单 的 自然 科学 ， 它 的 公理 疹 是 那些 经 由 经 验 检 
验 ,， 并 在 误差 范围 内 认可 的 物理 定律 的 本 质 。 马 


克 西 姆 (Bacher，Maxime) ey 
Bulletin Americin Mathematical Society, 
Vol,2(1904),p.124; 


15.50(1871) 从 实际 的 教育 理论 角度 来 说 ,我 们 有 充分 
的 理由 认为 ,必须 把 平面 艺 何 原理 的 教学 放 在 代数 教学 之 前 。 
事实 上 ,平面 几何 的 内 容 更 为 基本 和 和 具体 ， 它 作为 处 理事 物 
SR Es N. 
M.) : 
‘The Meaning. ee ‘Education etc. CNew 
York,1905),Pp.171. 


“15.51《1874) ， 趣 所 钴 ,古代 几何 学 家 在 求解 问题 时 已 经 
利用 了 分 析 ， 虽 然 他 们 并 不 愿意 把 这 方 画 的 知识 教 给 他 们 的 


pe 
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后 代 。 一 一 笛 卡 尔 (Descartes) 
Rules for the Direction of the Mind;The 
Philosophy of Descartes [TorreyY(New 
York,1892),p.68. 


15.52(1876) ”投影 几何 在 今天 竞 是 如 此 地 被 普遍 忽视 ， 

这 实在 令 人 和 惊讶。 实际 上 ， 在 数学 中 再 没有 什么 能 比 投影 几 

何 更 吸引 人 的 了 。 投 影 几 何 妍 有 古代 几何 的 具体 几 而 并 不 枯 

燥 ， 同 时 又 有 分 析 几 何 之 功能 而 并 不 需要 进行 计算 。 其 思想 

上 和 方法 上 的 完美 ， 充 分 体现 了 美学 的 一 般 原 则 ， 它 是 高 等 

数学 之 魅力 所 在 ,也 是 一 般 初等 数学 所 无 法 具有 的 优美 之 处 。 
Report of tithe Commitiee of Ten on ,9e- 
condary School Studies(Chicagu,1894),p. 
116. 


15.53(1879) 投影 几何 的 两 个 数学 基础 是 非 调 和 上 比 与 
划 元 结构 ， 其 余 定理 在 数学 上 都 源 出 于 这 两 个 基础 。 一 一 罗 
如 ,贝尔 特 伦 德 (Russell,Bertrand) 
Foundations of Geometry (Cambridge, 
1897) ,Pp.122. 


15.54(1887) 在 初等 数学 中 ,可 能 没有 什么 内 容 能 像 球 
面 三 角 学 那样 使 学 生 反感 。 一 一 素 特 (Tait，P.G.) 
Encyclopedia Britannica,9th Edition;Ar- 
trcle“Quaternions,.” 


15.55(1889) ”古人 根本 不 知道 解析 方程 , 笛 卡 尔 是 第 一 
个 把 它 引 入 曲线 和 曲面 研究 的 人 。 这 些 方程 并 不 限于 图 形 的 
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性 质 及 理性 力学 对 象 的 性 质 ， 它 们 可 以 一 般 地 应 玫 于 所 有 的 
现象 。 没有 什么 语言 能 比 解析 方程 更 简单 、 更 一 般 化 更 明显 
和 更 不 容易 发 生 错误 。 这 就 是 说 ,解析 方程 能 够 更 好 地 用 来 
表达 旦 然 界 的 不 变 关系 壮 立 时 (CEourier) 

Theéorie Ana!y!ique de la Choaleur, Disco- 


urs Preliminaire, 


i 


十 六 微 积 分 及 其 相关 的 学 科 


16.1(1901) :微分 与 积分 的 概念 就 其 本 源 而 言 ， 应 追 省 
到 阿 基 米 德 ; 而 将 它们 引入 和 涂 透 到 科学 的 领域 ， 则 要 归功 
于 开 普 勒 , 笛 卡尔 , 卡 瓦 列 里 (Cavalieri)、 费 尔 玛 (Fermat) 
和 各 华 利 斯 (Wallis) 的 研究 …*… 当 然 ,， 关于 微分 与 积分 的 互 逆 
运算 这 一 重要 发 现 , 则 是 属于 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 。 一 一 李 , 索 
福 斯 (Lie，9ophus) 

Leipziger Berichte, 47(1895)， Matn. 一 py 
s. Classe, bp.53, 


“16.2C1902) 费 尔 玛 是 微分 运算 的 真正 发 现 者 。 他 认为 
微分 是 在 略 去 与 低 阶 无 穷 小 相 比 显得 更 小 的 高 阶 无 穷 小 项 以 
后 ， 再 从 有 限 差分 运算 中 导出 的 ee “而 牛顿 则 通过 他 的 流 数 
法 提出 了 更 加 分 析 性 的 运算 ， 并 利用 他 所 发 明 的 二 项 式 定理 ， 
使 这 一 方法 更 加 简化 和 一 般 化 。 而 菜 布 尼 兹 则 利用 子 令 人 喜 
悦 的 概念 ， 更 加 丰富 了 微分 运算 。 一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 

Leés Inté grales Définies, eic. Oeuvres,t; “12 
(Paris,1898) ,已 .359， 


16.3(1905) 无 穷 小 法 与 极限 法 之 间 的 区 别 ， 就 在 于 极 
限 法 要 在 计算 结束 前 一 要 保留 高 阶 消去 项 ， 直 到 最 后 帮 把 它 
去 掉 ; 而 在 无 穷 小 法 中 ; 则 一 开始 就 把 高 阶 无 穷 小 去 挤 ; 了 了 ， 
亦 即 我 们 在 到 极 限时 ， 这 些 项 就 消失 了 ,而 一 开始 就 去 
掉 高 阶 无 穷 小 并 不 影响 最 终结 果 。 一 一 威 康 姆 逊 (Willia- 
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mson, B.) : 
Encyclopedia Britannica, 9th Edition; Art- 


icle“Infinitesimal Calculus” ,sect.14. 


16.4(1906) ” 当 我 们 掌握 了 无 穷 小 方法 的 精神 ， 利 用 原 
始 比 与 最 终 比 的 几何 法 或 导 函 数 的 分 析 法 来 证 明 结 果 的 正确 
性 时 ， 我 们 可 以 利用 无 穷 小 量 作为 可 靠 而 又 有 价值 的 工具 来 
- 拉 格 朗 日 (Lagrange) 

‘Mecnanique Analytique, Preface Domo 
t.2CParis, 1888),p.14. | 


”16.5(1910) ”微分 运算 ， 具 有 代数 运算 的 全 部 精确 性 。 
一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 
Théorie ON des Probabilités, Intr— 
oductionsOeuvres,t 、 7 CParis, 1886),p.37. 


16.6(1511)》 微 积分 法 在 任何 时 候 都 可 能 是 最 伟大 、 最 
精巧 和 最 崇高 的 发 明之 一 ， 它 为 我 们 开辟 了 一 个 新 世界 。 正 
如 它 所 已 经 做 到 的 那样 ， 它 把 我 们 的 知识 扩 户 到 无 限 ， 
我 们 超越 了 那些 似乎 已 给 人 类 思维 所 规定 了 的 界限 ， 至 少 已 
经 无 限 地 超越 了 古代 几何 学 所 受到 的 种 种 限制 。 一 一 个 顿 , 查 
尔 斯 CHuttoa ， Charles) 

A Philosophical and Mathéematical Dicti- 
onary (London, 0 Vol A 525, 


16.7G1913) 微 积分 就 其 广泛 的 意义 而 言 ， 它 是 我 们 领 
生物 机理 的 节 人 大 的 助手 -~ 一 奥 斯 哥 德 (Osgood W .下 .) 
- Bulletfin American M. eels enn O00 

~ Vol,13(1907),p.467., . 
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146.8(1914) 无 穷 小 分 析 , 是 思维 的 最 强 有 力 揭 武器 , 虽 
然 它 本 身 也 是 天 类 智慧 的 结晶 。 一 一 斯 密斯 (Smith,W.B.) 
Infinitestmal Analysis(New Yorh, .1898), 
Preface, p.vii, 


16.9(1919) ”普通 积分 只 不 过 是 微分 的 积累 …… 积 分 的 
不 同 技巧 只 是 一 些 变换 ， 并 不 是 从 已 知 向 未 知 的 变换 ， 而 是 
从 那些 不 能 为 我 们 利用 的 形式 向 那些 能 为 我 们 所 利用 的 形式 
的 变换 。 一 一 德 ' 摩 根 (De Morgan，A.) 
Transactions Cambridge Philosophicdl 三 
ociety,V ol.8(1844),p.188. 


16.10(1923) 涉及 任何 自然 现象 的 理论 的 实验 证 明 , 授 
常 都 取决 于 某 一 积分 的 结果 。 一 小 - 霉 洛 尔 (Mellor,].W.) 

Higher Mathematics for Students of Chem-— 

“jstry and PhysicsCNew Y ork,1902) sp .150. 


16.11(1924) ”在 所 有 的 数学 学 科 中 ,微分 方程 理论 是 最 
重要 的 …… 它 为 所 有 那 瞧 包含 时 间 因 素 在 内 的 自然 界 的 基本 
现 痕 提供 了 解 硫 。 一 -一 李 ， 索 福 斯 (Lie，Sophus) 

Leipziyer Berichte,47(1895); Math,—phy— 
.$5. Classe,p.262., 


16.12(1926) 众所周知 ,研究 由 微分 方程 所 决定 的 超越 
函数 的 问题 ,是 整个 现代 数学 的 中 心 问题。 一 一 克 莱 因 (K1- 
din,.F.) 

Leciures on Mathematics (New ‘York, 
1911),p.8. 
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16.15C1927) 任 俩 人 都 会 认为 明 缉 唐 令 基 一 导 了 然 的 ， 
但 当 他 充分 地 研究 了 数学 (以 后 ， 孝 会 由 于 无 数 的 例外 情形 的 
出 现 而 被 搞 糊 涂 子 ， 并 由 此 而 认识 到 原先 并 没有 掌握 曲线 的 ” 
本 质 …… 曲线 是 点 的 汇集 ， 它 的 坐标 十 可 微分 参数 的 函数 。 
一 一 殉 莱 因 (Klein,，F.) 

“ Elementar Mathematik V om hoheren Stand 

punkte aus. (Leipzig.1909)V ol,2, p.354. 


16.14(1929) ”应 用 双 曲 通 数 的 主要 优点 ,就 在 于 它 能 扣 
示 无 理 遂 数 的 积分 之 间 的 某 些 奇 妙 的 相 似 性 。 北 尔 雷 
《Byerly, W .上 上 .) 

Tntegral Calculus(Boston,1890),p.30. 


16.15(1930) 在 纯粹 物理 和 应 用 物理 的 每 个 分 支 中 ,无 
论 是 对 实验 科学 或 技术 科学 而 言 , 双 则 函数 都 是 非常 有 用 的 。 
当 某 一 物理 量 ( 如 光 、 速 度 、 电 、 放 射 性 等 关 被 逐渐 吸收 或 
消失 时 ， 其 训 变 规律 就 可 用 某 种 形式 的 双 赐 通 数 来 表示 。 例 
如 ， 莫 卡 证 (Mercatoer) 的 投影 便 可 用 双 曲 函数 来 计算 。 又 如 
当 我 进行 机 械 应 变 测量 时 ， 最 简单 的 表示 方法 就 是 采用 双 则 
函数 。 所 以 地 质变 形 往往 导致 双 曲 函数 的 表达 式 。 一 一 沃 尔 
凯特 《Walcott,，C.D.) 

Smithsonian Mathematical. Tables, PH yber- 
bolic Functions (Washington,1909), Adver~ 


“1isement. 


16.16(1931) 几何 往往 前 导 于 分 析 ， 但 在 实际 上 ,前 者 
对 于 后 者 而 言 ， 就 黎 仆 人 在 主人 的 前 面 开 锣 蝎 道 那样 ， 因 为 
两 者 之 间 的 差距 就 像 经 验 与 科学 、 理 解 与 理由 或 者 有 限 与 无 
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限 之 间 的 差距 一 样 。 塞 尔 维 斯 脱 (Sylyester， J) 
: -Philosophic Magazine, Vol.31(1866), p. 
521, 


16.17(1933) ”函数 概念 是 近代 数学 思想 之 花 ,一 一 砾 克 
阔 蕊 元 ， 汤姆 二 (MecCormack ， Thomas ,].) 
On the Nature of Scientific Law and 
Sciertific Explanation, Monist, Vol.10 
《1899— 1900) ) 亡 ,505 . 


可 16.18(1938) 零 涉及 下 述 三 个 问题 ， 即 有 关 无 益 ` 无 穷 
小 和 连续 性 的 问题 …… 过 去 的 每 一 代 最 聘 明 的 学 者 都 试图 攻 
克 这 些 问 题 ， 但 都 没有 成 功 …… 直 到 经 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 (W 一 
eierstrass)、 戴 德 金 (Dedekind)、 康 托 CCantor) 等 数学 大 
师 的 努力 才 解 决 了 这 些 问题 ， 并 且 解 决 得 十 分 清楚 ， 似 乎 没 
页 留 下 任何 值得 怀疑 的 地 方 。 这 一 成 就 堪 称 时 代 的 骄傲 …… 
其 中 无 穷 小 这 一 问题 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 解决 的 ， 其 余 两 个 问题 
人 
伦 德 (Russell1，Bertrand) 

人 Monthly ,Vol ee p.89. 


16. 19C1939) 直到 莱 布 尼 兹 和 牛顿 发 现 了 微 积分 之 后 ， 
才 驱 散 了 围绕 着 无 穷 概念 的 阴云 ， 并 且 清 楚 地 建立 了 连续 及 
连续 变化 的 概念 ， 使 得 新 发 现 的 力学 概念 不 断 地 取得 完善 和 
人 一 一 海 姆 答 尔 效 (Helmholtz，H.) 
Aim and Progress of Physical Scierices 
eS eps Leciures {CF ihe York, 
1900),p. 372。 | 
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16.20C1940) 无 穷 小 思想 是 无 矛盾 的 ， ce … 在 极限 和 无 ， 
穷 小 两 种 方法 之 间 , 我 作为 一 个 数学 家 思 慷 向 于 无 穷 小 法 , 因 


为 这 一 A A 
fceC.PF.》 


The Law Mind; Moni'st, Vol. 2 (1891— 
1892), pp.543,545. 


y 13.21(1943) 微分 是 什么 ? 就 是 速度 渐 近 于 零 的 增 量 。 
然而 什么 是 渐 近 于 零 的 增 量 呢 ? 它 既 不 是 有 限量 ， 也 不 是 无 
限 小 ， 又 不 是 零 。 但 我 们 又 更 不 能 称 之 谓 伪 死 的 温 的 鬼魂 ?1 
一 一 贝克 莱 (Berkefey，G .) 

The Analyst,sect.38. 


. 16.22(1947) ”在 几何 学 中 ,我 们 不 仅 承 关 无穷大 晤 , 即 
承认 有 一 种 量 , 它 可 以 比 任 条 给 定 的 车 都 杰 大 ， 我 们 还 可 入 
一 步 承认 比 无 穷 大 量 还 要 大 的 更 高 一 级 的 无 穷 头 量 。 当 然 , 相 
对 于 我 们 的 脑袋 的 大 小 和 和 大脑 药 大 小 来 说 是 十 分 惊奇 的 ; 因 
为 最 大 的 脑袋 的 大 脑 也 只 不 过 6 ny 5 莫 时 宽 …6 英 时 
深 。 一 一 沃 尔 泰 尔 (Valtaire) 

A Philosophical Dictionaryy Article “In— 
EA ?Boston,1881). 


16.28C1948) .无穷 是 数学 吏 术 的 王国 ,而 惫 这 个 在 术 师 
就 是 国王 。 当 零 除 以 任何 数 时 ;不 论 该 数 之 值 多 么 大 ， 都 把 
该 数 变 成 无 穷 小 [无 穷 大 ?3 反之， 当 零 作为 除数 时 , 则 又 把 
任何 数 变 成 死 穷 大 [无穷 小 ?]。 在 零 的 领地 趾 ， 曲 可 变 直 , 贺 
可 成 方 。 在 这 里 ， 所 有 的 等 级 都 被 废除 了 ，. 因 为 零 把 一 切 都 
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降 到 局 等 水 平 ， 在 零 的 统治 下 ， -六 个 二 1 国 站 是 快 Ba 比 。 

一 一 卡 鲁 斯 ， 保 罗 (Carus, Paul》 es 
Logical and Mathematical a 
‘2 fstyV ol.20(1909—1910),p:69% 


16.24(1951) ”我 反对 把 无 穷 大 量 作为 一 个 已 完成 了 的 

对 象 来 使 用 ， 尤 其 在 数学 中 是 永远 不 允许 这 样 做 的 ”所谓 

无 穷 ， 仪 仅 是 一 种 说 法 而 已 其 真实 含义 ;是 指 某 个 比率 在 

无 限 接近 的 过 程 中 的 极限 , 而 任何 其 它 的 量 ， 却 让 允 许 无 限 
制 地 增长 。 一 一 襄 新 (Gauss》 

Brief ay Sohumacher(1881) Werke; Bd.8, 

p.210., i a 


[es 如 所 知 ， 在 哲学 上 有 有 所谓 消极 无 限 与 积极 无 限 之 分 ;上 暂 学 上 
的 这 两 种 不 同 的 无 限 性 概念 性 数学 中 的 具体 表现 就 是 潜 无 限 和 实 无 
限 ， 暂 学 上 两 种 无 限 观 的 “系列 争议 在 数学 中 的 有 反映 二 便 是 漆 雹 限 论 
者 与 实 无限 论 者 的 论战 史 。 而 Caussv Galois、 人 ronecker、 Borel、 
Lebesgue、Weyl 等 皆 反 对 实 无 限 概念 , 在 这 里 ; (Gauss 也 表达 了 
他 反对 实 无 限 概念 的 观点 。 一 一 译 者 注 


， 16.25(1952)， 尽管 潜 无 穷 和 实 无 穷 这 两 个 概念 世间 有 
着 本 质 的 差别 ( 潜 无 穷 指 一 种 能 超越 任何 有 穷 极限 而 不 断 增 - 
长 着 的 、 仍 在 变动 中 的 有 穷 量 态 ,而 实 无 劣 则 是 一 种 超过 一 切 
有 穷 值 的 、 已 完成 了 的 确定 的 量 态 ), 但 在 实际 上 却 是 经 常 地 
被 混为一谈 的 …… 由 于 对 那 种 不 合 传统 观念 之 实 无 穷 概 念 的 
讨厌 ,以 及 现代 唯物 主义 的 价 向 ， 某 种 “可 愧 的 无 穷 ?观念 已 
在 科学 界 广泛 地 流行 起 来 ， 我 们 可 在 高 斯 的 信 中 区 电 16;24 
(1951)) 看 到 对 这 种 经 典 表述 的 赤 持 。 但 我 却 认为 ,车 对 合理 
的 实 无 穷 丰 炽 分 析 好 予以 拒绝 ， 则 就 必 将 不 拆 不 扣 地 违背 事 : 
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“ -一 一 er 


实 的 本 米面 目 ， 条 我 们 还 是 项 法 二 事 链 本 来 面 有 去 

待 一 切 。 一 一 康 托 (Camntor， 人 了 

Zum Problem des acluagex a 
Natur und Offenbarung, Bd:32(1886),p. 
226. 


16.26(1953) 人 们 往往 把 “无穷” 与 “不 确定 性 ” 相 温 
光 ， 然 而 这 却 是 两 个 完全 对 立 的 概念 。 极 限 是 一 种 可 峰值 而 
又 尚未 赋值 的 量 ， 而 无 穷 则 压根 儿 不 是 一 个 量 。 因 为 它 是 一 
个 不 增 、 不 减 又 不 可 赋值 的 极限 ， 它 是 -种 连续 地 取 定 已 冉 
值 之 极限 的 运算 ， 是 一 种 把 新 的 量 无 限制 地 加 到 老 的 量 上 去 
的 运算 ， 即 连续 微分 。 另 外 ， 虽 然 无 穷 不 是 量 , 但 零 却 是 量 。 
若 把 零 视 为 空 量 的 记号 ,那么 无 穷 便 是 连续 性 存在 的 记号 ,并 
在 极限 的 添加 过 程 中 ， 连续 性 又 被 理想 化 地 不 断 分 割 为 个 连 
续 的 部 分 。 一 一 刘易斯 (Lewes, G.H.) ." 

Problems of Life and Mind(Boston, 
1875) ,Vol.2,p.384. : 


16.27((1956) ”我 认为 在 一 切 概念 中 ， 正 是 数 给 我 们 提 
RS “i. ee Jo-— 
hn) | z 

An Py concerning 二 Uman jn Understand~ 
ing, Bk.2 4 17 ,sect .0. 


1 院 28(1959) ee 集合 ,如 果 该 集合 包 ， 
含 着 一 个 由 其 中 之 一 都 分 项 所 组 成 之 集合 ， 而 这 个 由 部 分 项 
所 构成 之 集 所 含有 的 项 的 个 数 却 又 与 原 集合 所 售 之 项 的 个 数 
相同 ， 那 么 原 集合 便 是 一 个 无 穷 集合 ， 又 在 一 个 集合 中 。 如 
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果 出 除了 其 中 的 某 些 项 之 后 ， 而 该 集合 中 所 含有 的 项 的 个 数 

又 并 未 减少 ， 那 么 该 集合 就 必定 包含 着 无 穷 多 个 项 。 一 一 罗 

素 ， 贝 尔 特 伦 德 (Russell,Bertrand) 
International M onthly ,Vol, 4(1901),p.33., 


16.29(1964) ”有 一 个 颠 杆 不 破 的 真理 , 那 就 是 当 我 们 不 
能 确定 什么 是 真 网 时 ， I 的 。 
一 一 笛 卡 尔 (Descartes) / 
- Disc mrse On Method, Part 5 二 


19.30C1965) 如 所 知 ， 论证 是 利用 那些 彼此 之 器 具有 国 
定 不 变 的 、 显 而 易 见 而 又 互相 联系 着 的 车 于 个 证 明 去 表明 两 
种 思想 的 一 致 或 不 一 致 ， 而 概率 也 不 过 是 这 种 一 致 或 不 一 
致 的 一 种 表现 形式 ， 其 不 同 之 处 只 在 于 那些 互相 联系 着 的 
若 于 证 明 不 再 固定 不 变 , 或 者 至 少 不 被 认为 是 固定 不 变 . 的 。 
一 一 洛克 ， 约 蒜 (Locke,Jobn) 
An Essay concerning Human Und erstandi 1— 
ng9, BRk,. 4 Chap. 15,sect.1. 


16.31(1969) 自然 界 绝 大 部 分 重要 间 题 都 是 概率 问题。 
严格 地 讲 ， 我 们 的 一 切 知识 几乎 都 是 或 然 性 的 ， 只 有 很 少 的 
事物 对 我 们 来 说 是 知 其 所 以 然 的 。 即使 是 在 数学 中 ， 归纳 和 类 
比 这 些 发 现 真理 的 基本 方法 也 是 建 基于 概率 的 。 因此 人 类 知 
识 的 整个 系 系统 都 和 概率 论 息 息 相关 。 | Ul 


ce) 


Théorie Analytique des probabtlities, 1- 
ntroduction ;Oeuvres,t.7CParis, 18869 ,Pp.5. 


16.52(1971) 概率 论 的 诞生 ， 虽 然 济源 于 或 然 率 游戏 ， 


但 在 今天 , TITErTTTTTTC 
一 。 一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace》” 
Théorie Analylique des Pe 
Tntroduction;Oeuvres,t.7CParis, 1886), 


pp.152. 


“18.33(1973〉 误差 理论 作为 一 个 数学 分 科 来 说 , 它 首 先 
是 涉及 一 个 或 多 个 误差 源 的 效果 影响 的 表现 理论 ， 而 对 这 些 
误差 而 言 ， 被 计算 的 和 被 观察 的 量 是 主体 ， 其 次 ， 它 还 是 一 
种 涉及 到 所 决定 的 误差 量 和 所 发 生 的 概 率 之 间 的 关系 的 理 
论 。 一 一 乌 德 凑 尔 德 (Woodward， R.S.) z 

ie Probability and Theory of ra New 
Y orh, 1906) ,8 30. 


16.34(1974) 在 概率 沦 的 应 用 中 ， 误 差 理论 的 应 用 最 
多 。 在 天 文 、 测 地 、 物 理 、 化 学 直至 每 一 个 要 想 获 竺 精确 测 
量 和 计算 的 科学 中 ， 对 于 误差 理论 的 知识 是 绝 不 可 少 的 。 借 
助 于 这 一 理论 ， 纯 科学 才 于 19 世 纪 取 得 巨大 的 进步 ， 这 在 实 
际 上 ， 不仅 取 决 于 自然 常数 方面 ， 而 且 半 决定 于 确立 清晰 轴 
想 以 使 能 没 着 同一 方向 去 征服 未 来 的 方面 。 例 如 ， 在 科学 史 
上 , ,没有 什么 能 比 应 用 最 小 二 乘法 去 求解 有 关 地 球 和 杰 阳 系 
中 诸 行 星 的 一 系列 问题 时 所 获得 的 成 就 更 加 令 人 满意 和 具有 
指导 意义 了 。 最 小 二 乘法 的 实际 价值 和 理论 ,意义 是 如 此 巨 
大 ， 以 致 有 时 把 它 视 为 概率 论 的 一 个 主要 部 分 。 一 一 乌 德 话 
尔 德 (Woadward,R.S.) 

ee Probability ie Theory oF Errors( New 
7 1906), pp.9—10. 
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17.1(2001) 康德 (Kant) 的 时 间 论 ， 

“ 工 。 时 间 不 是 由 经 验 的 站 绎 而 获得 的 概念 ， 如 果 时 间 的 
表示 不 是 先 验 地 给 出 的 话 ， 那 么 共存 性 和 相继 性 就 不 会 进入 
我 们 的 感 党 。 只 有 时 间 的 表示 是 先 验 给 出 的 ， 我 们 才能 想象 
re 
生 的 。 

I. 时 间 是 一 切 直觉 所 必须 依赖 的 必然 玫 示 。 尽 管 我 们 
可 在 某 个 时 间 内 排除 某 些 现象 ， 但 却 不 能 从 某 些 现象 中 排除 
村 间 。 只 有 在 时 间 中 ， 现象 才 是 可 实现 的 ， 和 任何 现象 均 避 消 
I 般 条 件 而 寡 却 是 永 不 消失 
的 。 


于 。 一般 说 来， 时 间 关系 或 时 间 公理 的 这 些 无 容 轩 颖 的 
原理 也 取决 于 先 验 的 必然 。 时 间 只 是 一 维 的 ;不同 的 时 间 不 
是 即刻 的 ， 而 是 相继 的 ， 但 不 同 的 空间 却 簿 是 粗 继 的 ， 而 是 
即刻 的 ， 这 些 原则 都 不 能 由 经 验 导 出 ， 因 为 经 验 既 不 能 把 绝 
对 世界 也 不 能 把 必然 性 赋予 这 些 原则 。 : 
了 。 时 间 是 不 能 推论 的 ， 它 不 是 所 谓 的 一 般 概念 ， 它 只 
是 直觉 的 纯粹 形式 。 不 同 的 时 间 只 是 一 个 时 间 中 的 某 些 部 
分 。 

了 .。 我 们 说 时 间 是 无 限 的 ， 这 无 异 于 认为 只 有 当 那 些 组 
减 所 省 时 间 之 基础 的 各 个 时 间 的 限制 存在 时 ， 才 能 有 各 个 确 
定时 间 的 存在 ,因而 时 间 的 原始 表示 必然 是 没有 限制 的 ,然而 
即使 每 个 部 分 都 能 用 限制 来 表示 ， 其 整体 的 表示 也 不 能 由 概 
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念 给 出 (因为 在 这 种 情况 下 ， 部 分 的 表示 在 前 )， 而 必然 取决 
于 时 间 直 党 。 一 一 康德 (Kant,1.) 
Critique of Pure. Keason [Max Miiller) 
(New York, 1900); pp.24—25. 


17.2(2002) ”康德 Kant) 的 空间 论 ; 

1 空间 不 是 由 外 部 经 验 所 导出 的 概念 。 为 了 使 某 些 感 
- 觉 能 够 涉及 身 外 之 物 ( 邯 自 身 所 在 之 部 分 空间 之 外 的 部 分 空 
间 中 之 物 ) ,为 了 使 我 们 能 够 并 列 地 表示 这 些 事物 ， 那 么 空 阿 
的 表示 就 必须 是 已 经 存在 的 。 

I . 空间 是 形成 所 有 外 部 直觉 基础 的 先 验 的 必然 表示 。 
尽管 人 们 可 以 很 自然 地 想象 存在 着 空 无 所 有 的 空间 ， 但 却 不 
可 能 想象 存在 着 没有 空间 的 地 方 。 因 而 空间 可 被 认为 是 现象 
得 以 存在 的 必要 条 件 ， 而 决 不 是 由 现象 所 产生 的 某 种 结 果 。 
亦 即 空间 必然 是 所 有 外 部 现象 以 前 就 存在 着 的 先 验 表示 。 
五。 所 有 的 几何 原理 的 必然 性 及 其 结构 的 先 验 存在 的 可 
能 性 , 均 依 赖 于 空间 的 先 验 表示 的 必然 性 。 因 为 如 果 空 间 的 直 
觉 来 自 于 一 般 外 部 经 验 的 话 ， 那 么 数学 定义 的 第 一 批 原理 就 
不 过 是 感觉 了 。 这 样 ， 各 个 原理 本 身 就 必然 要 受到 错误 感 党 
的 影响 ， 因 而 在 两 点 之 间 存 在 着 一 条 坦 线 这 样 的 原理 就 不 是 
必然 的 ， 而 是 在 各 种 情况 下 由 经 验 所 分 别 决定 的 事 。 由 经 验 
得 到 的 东西 只 有 相对 的 一 般 性 ， 并 取决 于 归纳 。 最 后 ， 运 至 
ellie ge : 

。 一 般 说 来 ,空间 不 是 推导 的 ,因为 它 不 是 事物 关系 的 
Re 种 纯粹 的 直觉 由 于 我 们 只 能 想象 出 一 个 空间 ， 
通常 谈 到 许多 空间 时 ,其 意 征 指 该 空间 的 各 个 部 分 , 而 部 分 空 
闻 又 只 能 被 包含 在 该 整体 空间 之 内 存在 着 .因而 空间 在 本 质 上 
是 一 个 整体 ,从 而 空间 只 能 是 先 验 的 直觉 ,而 不 是 经 验 的 东西 。 
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La 空间 可 以 表示 为 无 限 的 量 。 现 在 我 们 常 反 每 二 个 要 
念 视 为 一 种 表示 ， 它 被 包含 在 无 数 个 不 同 的 可 能 的 表示 之 
中 ， 因 而 不 存在 这 样 的 概念 ， 本 身 可 以 包含 无 穷 多 个 表 示 。 
然而 空间 却 可 包含 无 限 多 个 表示 ， 因 为 无 限 空间 的 所 有 部 分 
空间 可 以 同时 存在 。 由 此 而 可 结论 空间 的 原始 表示 是 先 验 的 


直 党 ， 而 不 是 一 个 概念 。 


康德 (Kant,1.,) 


Critique of Pure Reason CMax Miiller] 
New York,1900), pp:18—20 and Supple-— 


. ment 8， 


17.3C2003) ” 肖 朋 圭 尔 (Schopenhauer) 的 先 验 范 畴 和 *)， 


时 间 
.只 存在 一 个 时 间 , 所 有 的 
“不 同时 间 只 是 该 时 间 的 


本 各 个 部 分 。 


。 不 同 的 时 间 不 是 即刻 的 ， 
而 是 相继 的 。 

。 可 以 想象 时 间 中 无 物 ,但 
不 能 想象 没有 时 间 之 物 。 

。 时 间 有 三 段 :过 去 、 现 在 
和 未 来 ， 对 任 一 点 来 说 ， 
它 有 两 个 方向 。 

5。 时 间 是 无 限 可 分 的 。 
。 时 间 是 局 质 的 和 连续 的 ， 

， 亦 即 各 个 部 分 之 间 没有 


.差别 ,也 不 能 用 超时 间 之 


“” 物 来 区 分 时 间 。. 


3 了 。 时 间 于 开刀 水 无 绪 束 ,但 


空 间 


不 同 空间 只 是 该 空间 的 
各 个 部 分 。 


.不 同 的 空间 不 是 相继 的 ， 


而 是 即刻 的 。 


。 可 以 想象 空间 中 无 物 ,但 


不 能 想象 没有 空间 之 物 。 
空间 有 三 维 , 高 度 、 宽 度 


”和 和 长度 。 


.空间 是 无 限 可 分 的 。 
.空间 是 同 质 的 和 连续 的 ， 
亦 即 各 个 部 分 之 间 没 有 


差别 ,也 不 能 用 超 空间 之 
物 来 区 分 空间 。 


制 都 在 空间 之 中 。7 


一 切 开 始 和 结束 者 在 时 | 4 
间 中 。 


8 。 时 间 使 计数 成 为 可 能 。 6， 这 间 合 度量 成 为 可 能 。 


89。 节奏 仅 存 在 所 时 间 之 中 。， 


上 有 对 称 促 存 在 入 空间 之 中 。 


10， ee 0, 容 间 的 规律 是 -介入 验 
的 总 念 。 的 概念 。 2 

11。 时间 是 相继 感觉 的 移 | 11。 空间 是 即时 感光 的 先 
验 。  ” 、， 验 。 . 

12， 时 间 不 是 永恒 的 ， 它 要 12。 空 间 永 远 不 经 过 什么 
经 过 现在 这 个 瞬 闻 。 它 在 一 切 时 间 中 水 和 恒 。 

13。 时 间 水 不 停止 。 13。 空 间 永 不 运动 。 

14。 时间 趾 的 万 物 都 有 期 | 14, 空间 中 的 万 物 都 有 位 
限 。 年 。 

4345。 时 间 没 有 期 很 ， 但 所 有 | 15。 空间 没有 运动 ， 但 所 有 
的 期 限 都 在 时 间 之 中 ， 的 运动 都 在 空间 之 中 ， 
车 与 不 宁静 的 过 程 相对 若 与 空间 的 宁静 相对 
比 ， 则 时 间 是 永恒 的 持 比 ， 则 运动 是 空间 里 的 
续 。 ， 位移。 1 

16。 运 动 只 有 在 时 间 中 才 有 。 运 动 只 在 硒 坦 疗 里 才 有 


。 在 同 


可 能 。 | 
一 空间 内 ， 速 度 与 
时 间 戒 反比 。 


， 时 间 必 须 通过 物质 在 时 


空中 的 运动 来 测量 ， 而 


可 能 。 : : 


在 同一 时 间 内 ,速度 与 
空间 成 正比 。< 
、 空 间 既 可 通过 物质 在 时 


空中 的 运动 测量 ， 也 可 


不 能 由 时 间 本 身 去 直接 出 空间 本 身 . 去 二 接 测 
测量 。 量 。 

19。 时 间 是 普遍 的 ， 无 处 不 19、 空 间 是 永恒 的 , 泥 时 不 
在 。 | 在 5 
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20， 方 胸 只 有 在 时 间 中 才 是 | 20， 万 物 只 有 在 空间 中 才 是 
“前 知 相继 的 。 ”| “” 同时 并 容 的 。7 

21。 事物 在 时 间 中 变易 。 ”| 21。 物质 在 空间 中 持久 。 
22， 任 何 确定 的 时 段 都 包容 | 2， 任何 确 生 的 有 站 室 ， 


着 万 物 。 OU 不 能 包容 该 空间 之 外 的 
”1“ ”任何 事物 。 z 
23。 时 间 是 原始 基 元 。 23。 空 间 是 原始 基 元 。 
24.. 即时 没有 时 段 。 “| ;24。 位置 点 没有 长 度 。 
站 时间 未 男 各 移 押 省 认 丰 956 空间 书生 只 天 所 有 克 人 
确定 。. ”确定 。 
26。 每 一 膀 间 都 要 以 前 一 租 ， 26。- 空间 申 的 边界 关系 是 从 
闻 为 条 件 ， 而 且 前 一 姐 | :此 互相 确定 的 ( 空间 存 


间 已 不 复 存在 ( 时 间 存 在 的 充足 理由 律 )。 
“在 的 充足 理由 律 )。 te 
2r。 时 间 全 委 术 成 为 可 能 。 | .条 7。 空间 全 此 何 成 为 可 能。 
如 算 检 的 元 素 是 ts :， | ‘38。 儿 何 的 元 素 是 点 。 ” 
一 一 肖 朋 霍 尔 (Schopenhauer， A;) z 
Die Welt als orstellning und pl 
,Werhkhe (Frauenstadt) CLeipsig, 1877), 
Bd.2,8.55. .| 
5" 人 列 ， 其 标题 是 < 物质 "， 此 处 删 
赂 一 一 本 书 作者 原 注 ， 


7 42005) 1 条 公理 角 不 是 先 验 的 综合 全 不 二 经 
的 事实 ， 它 们 仅仅 是 一 些 约定 ,但 这 些 约定 却 又 是 在 所 有 可 ， 
能 的 约定 中 根据 经 验 事实 所 选择 出 来 的 。 并 且 这 些 约定 ， 除 
要 受到 不 能 导 狼 矛盾 的 约束 外 ， 不 再 恤 到 更 多 的 约束 而 基本 
上 是 自由 的 …… 几 何 公理 实际 上 都 是 伪装 的 定义 。 


i124 , ee a 数学 家 言行 录 


“可 能 有 人 会 提出 这 样 的 问题 ， 欧 凡 里 得 几何 是 真 的 四 ? 
这 个 问题 是 毫 无 意义 的 ， 这 就 像 有 人 要 问 公制 是 不 是 丰 
的 ， 或 者 老 的 测量 制 是 不 是 假 的 ? 直角 坐标 是 不 是 真 的 ， 或 


者 极 坐标 是 不 是 假 的 ? 一 一 庞 加 莱 (Poincaré,H.) 
Non-Euclidean Geometry; Nature,V ol. 
45€1891—1892),p.407. 


17.5(2010) 我们 的 空间 特征 并 不 是 思想 的 和 需要， 这 些 
特征 把 我 们 的 空间 与 其 它 被 设想 出 来 的 空间 区 分 开 来 ， 它 们 
仅仅 是 依靠 经 验 建立 起 来 的 。 巴尔 (Ball,R.5.》 

Encyclopedia Britannica, ih Editiony .. 


.Article“Measurement.” 


17.6(2012) 公理 是 显然 的 真理 这 一 人 所 共 知 的 说 法 的 
含义 是 ， 我 们 称 之 调 公理 的 命题 ， 己 由 我 们 的 经 验 与 直 党 认 
可 : 但 是 这 样 一 来 ， 如 果 数 学 只 是 一 门 受 形 式 和 非 物质 内 涵 
”所 支配 的 形式 科学 的 话 ， 那么 数学 就 没有 公理 。- 一 一 威 尔 还 
(Wilson,E. B ,) 

Bulleiin American Mathemarica! Society, 
Vol. 2(1904—1905),p. 81。 


17.7(2016) 空间 只 有 一 个 ， 尽管 我 们 训 有 种 种 -说 法 ， 
也 可 有 种 种 几何 系统 ， 但 几何 系统 毕竟 不 是 空间 ， 而 只 是 空 
间 测 度 的 种 种 方法 ， 而 种 种 说 法 ， 则 更 不 过 是 为 了 刻画 空间 
这 一 人 全 全 人 人 
Paul) a 

| Science, Pol. .1801909) ,2 106。 
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17.8(2o17) 正 姑 我 所 说 过 揭 那 样 ， 暂 学 界 对 非 欧 元 何 

还 没有 充分 了 解 。 但 存 数 学 界 却 已 对 非 欧 几何 普遍 承认 ， 而 

, 且 在 数学 科学 中 为 了 各 种 目的 ， 诸 如 现代 函数 论 中 ， 非 欧 几 : 

CN ed A 一 一 融 
莱 因 (了 lein,F.) 

‘Elemen:ermarhematikh von hoheren Stand-— 

punkle aus (Leipzig,1909), Bd.2,p.377., 


17.9(2019) 在 上 一 世纪 中 ; 最 有 启发 和 最 为 令 人 瞩目 
Ts 古 非 欧 几 何 的 发 现 , 一 一 希 尔 伯 特 (Hilbert,D.) 
Quoted- by G. D,. Fitch in Manning’s 
“The Fourth Dimension Simply Explai- 
ned”, (New Y ork,1910);p:58, 


17， 10(2020) 非 欧 几何 是 人 类 智 丫 角 放 者 的 大 主教 。 
一 开 亡 尔 (Keyser， C.J.) 
8 了 pe Foundations UP 
History of the Universe, Vol. 8(New, 本 

1809) ,p. 192, 


17.11(2025) “我 越 来 越 确信 几何 真理 是 不 能 任 借 人 类 
智 营 来 证 明 的 。 也 许 在 另 一 个 世界 里 ， 我 们 可 以 明 帕 那些 我 
们 现在 所 不 能 明 扬 的 空间 的 本 质 。 一 一 高 斯 (Gauss) 

了 ‘Letter to Olbers(1817);W erke, Bd. 8 | 
(Gottingen, 1900),p. 1 


a 17.12(2031) 我 们 可 以 很 自然 地 把 几何 语言 扩充 到 任 
意 多 个 变量 的 情形 ， 此 时 用 点 表示 7 个 变量 的 系统 《点 的 坐 
. 标 )， 用 空间 (n 维 的 ) 表示 所 有 这 些 点 或 值 的 总 体 …… 为 了 


122 i ”数学 家 言行 录 


使 研究 是 有 最 天 的 冰 沉 性 并 在 研究 中 保持 几何 的 坦 觉 性， 
“上 述 这 种 扩充 对 于 大 量 的 研究 工作 而 背 是 非常 必要 的 :但 
.要 注意 的 是 如 此 利用 几何 语言 时 ， 我 们 实 奈 上 不 再 是 走 下 
元 去 建立 什么 玫 僻 学 ， 因 为 我 们 所 考虑 的 形式 在 本 质 上 是 
分 析 性 的 。 例如 用 这 种 方法 所 构造 的 一 般 投 影 几何 ,在 ,本 
质 上 已 不 过 是 线性 变换 的 人 数 而 已 。 烙 尔 ， 科 拉 狄 - 
(Segre,Corradi) | 
Rivista di Matematica,V ol.1(1891),p.59.. 


U. Ww ng J 


T7135.(2032) 在 普通 代数 中 能 找到 的 人 ， 必然 能 
在 空间 中 发 现 第 四 维 , 在 四 维 空间 中 ,ABC 就 要 变 上 成 ABCD， 
即使 他 们 不 能 发 现 第 四 维 , 也 可 去 想象 第 四 维 ， 并 称 之 谓 人 不 
可 能 的 维 。 我 们 还 发 现 ， 第 四 维 可 以 服从 于 所 有 的 三 维 规律 。 
正如 在 普通 代数 中 ，w 工 可 以 给 出 一 切 有 意义 的 组 合 一 样 ， 
被 理论 家 们 称 为 不 可 能 存在 的 任意 维 空间 ， 也 是 可 以 给 出 有 
意义 的 结果 的 i 德 闻 摩根 (Da Morgan， A.) 

“Tri gonometry and Bouble Algebra 
(London,1849), Part 2 pg 3， 


17.14(2036) 诸如 无 穷 、 虚 数 、 超 空间 的 关系 等 概念 ， 
是 不 能 直接 想象 的 ， 但 把 这 些 概 念 引进 几何 学 ,并 使 之 具有 
心理 学 的 意义 ， 是 值得 我 们 研究 的 。 这 种 研究 实际 上 由 此 而 
探索 了 人 类 思维 的 源泉 与 进程 的 奥秘 ， 并 且 始 终 处 于 数学 和 

心理 学 的 交界 处 。 梅 效 (Merz,J. 下 .) 
History of European Thought in the Nine 

| -teenth Century omg and Londor, 
1903) , 力 ,716 
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17. 15(2038) 超 空 间 的 最 一 . 般 的 抽象 化 更 加 丰富 和 美 
化 了 分 析 学 ， 使 得 分 析 学 具有 简洁 ,美感 和 艺术 的 几何 语言 。 
另 一 方面 超 空间 本 身 也 是 一 个 趣味 无 穷 和 极为 丰富 的 研究 
领域 。 利 用 超 平面 ， 儿 何 学 家 不 仅 在 直觉 的 普通 空间 的 黑暗 


中 找到 了 光明 ， 而 且 还 发 现 了 许多 普通 空间 所 没有 的 性 质 各 
结构 …“ 正 是 由 于 创造 了 超 空 间 ， 理性 精神 才能 从 种 种 限制 
中 解放 出 来 ， 例如 在 超 平 面 中 ， 由 于 有 无 限 自 由 的 永恒 感觉 
的 支持 ,一 切 将 是 永恒 地 愉快 的 ,一 一 开 骞 尔 (KeyseryC.1i.》 
‘Mathematical Ermanc? Poy Monist, Vol.: 
16(1906),p.83. | 


十 八 _ 悖 论 与 神奇 


18.1(2101》 ' 伪 数学 家 对 待 数学 ， 犹 如 猴子 对 待 弟 须 刀 
一 样 ,猴子 看 到 了 它 的 主人 如 何 刊 胡子 ， 就 想 也 给 自己 刊 , 但 
又 没有 任何 关于 拿 剃 刀 的 技术 ， 更 不 知道 刮 硼 子 时 剃刀 与 脸 
面 所 训 保 持 芍 一 定 角度 , 结果 胡子 没有 甜 掉 ， 却 割断 了 自己 
的 喉 上 肛 ， 因 而 这 个 可 怜 的 动物 就 永远 不 能 再 进行 第 二 次 试验 
了 ! 然而 伪 数 学 家 却 在 继续 做 他 们 的 工作 ， 还 要 指 贡 别人 者 
是 满 脸 胡 须 和 自 吹 唯 有 有 他 自己 的 胡子 已 经 刊 得 干 干净 净 。 
一 一 德 .摩根 (De Morgan,A.) 
Bud get of paradoxes (London,1872),p.473, 


18.2(2104) ”正如 闪电 净化 了 云层 与 雾气 那样 ， 尖锐 的 
悖 论 ， 使 人 类 智慧 从 那些 表面 上 看 来 无 可 置疑 的 假设 中 解放 


出 来 。 和 悖 论 是 偏见 的 死敌 。 一 一 蹇 尔 维 斯 脱 (Sylvester,].],) 
Ona Lady’s Fan etc Collected Mathemat— 


ical Papers,V ol.3,p.36., 


18.5(2130) ”1826 年 ,第 一 任 荷 兰 总 督 彼得 , 密 纳 特 〈P- 
¢ter Minuit) 曾 用 24 美元 从 印第安 人 手中 飞 到 了 曼 险 顿 岛 。 
当时 的 存款 利率 在 新 国家 中 是 相当 高 的 ， 后 来 ， 随 着 财富 的 
积累 而 逐渐 降低 ， 但 就 目前 的 合法 利率 而 言 ， 也 在 6% 到 7% 
之 间 。 为 简便 起 见 ， 我 们 就 假定 从 1626 年 到 现在 的 利率 一 直 
是 7% ， 那 么 ， 如 果 印 第 安 人 当时 不 把 这 24 美元 花 掉 ， 而 按 
该 利率 存 入 银行 的 话 ， 当 然 ， 每 年 还 要 将 利息 加 到 本 金 上 去 
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再 计 利 息 ， 如 此 在 经 过 了 280 年 后 的 今天 ， 其 总 金额 该 是 多 
少 呢 ? 应 该 是 
24X (1.07)28° =4,051,995,865. 1 
一 一 怀特 (White s WF -=) 
A Scrap-book of Elementary Mathematics 
(Chicago,1908), pp.47-48. 
[*] 原著 有 误 ， 已 更 正 。 一 一 译 者 注 


18.4(2132) 毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 主义 者 都 十 分 重 
祝 简洁 性 。 毕 达 哥 拉 斯 任 借 他 的 数学 技巧 发 现 了 空间 互 不 相 
同 的 正 多 面体 不 会 超过 五 种 ， 亦 即 仅 有 正四 面体 ,正六 面体 、 
正八 面体 \ 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 “*?。 毕 达 哥 拉 斯 还 在 他 
用 简明 而 规则 的 方法 所 写成 的 著作 中 明 兢 指 出 ， 探索 这 些 正 
多 面体 的 性 质 及 其 关系 将 是 设法 打开 自然 奥秘 的 一 把 钥匙 。 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 主义 者 所 使 用 的 概念 都 是 很 完 
美和 简洁 的 .直到 欧 几 里 得 时 代 , 这 些 概念 都 还 是 十 分 流行 的 ， 
而 且 欧 几 里 得 还 是 柏拉图 式 的 哲学 家 。 男 外 ， 据 传 欧 几 里 得 著 
述 《几何 原本 》 这 一 巨著 之 目的 ， 正 是 为 了 要 探求 上 述 五 种 正 
多 面体 之 种 种 性 质 和 关系 。 这 一 目的 也 可 在 《 刀 何 谨 本 》 这 一 
巨著 的 内 容 安 排 中 看 出 ， 因为 《几何 原本 》 之 最 后 一 卷 便 是 关 
于 正 多 面体 的 研究 ， 而 前 此 所 有 各 卷 的 内 容 又 都 是 为 这 最 后 
一 卷 的 讨论 服务 的 。 一 一 雷 德 ， 汤姆 斯 (Reid, Thomas) 
Essays or the Powers of the Human Mind 
(Edinburgh,1812),V ol:2, p400. 
[。J 关于 空间 中 互 不 相同 的 正 多 面体 有 且 只 有 5 种 一 事 , 可 用 关 


于 任意 是 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 义 (p)=V -E+ 下 =2 了 予以 严格 证 明 。 
有 兴趣 的 读者 可 参阅 朱 梧 杜 . 肖 奚 安 编著 《数学 方法 论 ABC》, 辽 宁 教 


硼 出 版 社 和 1986。i 第 四 章 S4，P ,po1 纪 一 一 126 .一 一 译 考 注 


18.5(2141) ”我 希望 堆 运 在 育 数 中 …… 人 们 也 认为 神灵 
在 奇数 中 , 即 在 生 、 死 、 机 遇 之 中 ,一 一 莎士比亚 (Shakesp= 
€are) 

The Merry Wives of Windsor,Act5, 


scene 了 


18 .6C2150) 赫 利 奥 德 洛 斯 (Heliodoru5s) 说 , 数 (num- 
Ber) 用 希 堪 字 母 来 写 使 是 NerAos， 而 在 希 腊 算术 中 ，N = 
50， 了 =5，I= 10，A= 30，O=70，2=200， 而 它们 的 和 
是 365。 正 好 就 是 一 年 的 天 数 ， 因而 数 的 意思 就 是 一 年 。 

Littell’s Living Age,V 61. 117,p. 380. 


“18: 7(2159) 纯 数学 是 魔术 师 的 贮 杖 。 一 势 不 利 斯 
(Novalis- 了 
Schrifién, Zweiter TeilCBerlin, 1901), 
p.223., 

，18.8C2160》 为 常识 所 不 能 理解 的 一 些 奇迹 往往 是 数学 
化 了 的 。 但 在 实际 上 并 不 存在 什么 真正 的 奇迹 ， 那 些 所 谓 将 
迹 不 社 是 些 备 助 于 数学 表述 和 理解 的 事物 而 已 。 对 于 数学 来 
说 ， 根本 不 存在 什么 奇迹 。 努 瓦 利 斯 (Novalis.) 

Schriften, Zweiter eil(Berlin, 1911), 
Pp.22¢, 
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本 书 按 原 著 的 英文 版 本 编译 而 成 ， 原 著 篇 幅 较 大 ， 共 分 
21 章 ， 计 有 1138 条 ， 在 这 里 只 选 译 了 385 条 ， 并 将 某 些 章 
节 适 当 合 并 而 重 编 为 18 章 。 所 选 诸 条 目 按 本 书 章节 重新 编 
码 ， 括 号 中 的 编码 为 原著 中 的 编码 。 例 如 ，15.17(《1639) 表 示 
该 条 目 在 本 书 中 是 第 十 五 章 的 第 17 条 ,而 在 原著 中 则 为 第 十 
六 章 的 第 39 条 。 

本 书 系 编译 ， 但 译文 尽量 患 实 于 原文 ， 有 时 对 立 的 观点 
也 译 出 汪 以 便 读 者 比较 。 书 中 许多 语录 虽 属 经 典 数 学 家 的 名 
言 ， 但 “ 尽 信 书 不 如 无 书 ”, 因 而 读者 仍 应 采取 科学 分 析 的 态 
度 来 阅读 、 理 解 和 使 用 本 书 所 选 译 之 条 目的 内 容 。 另 外 ， 译 
者 还 对 少数 条 目 给 出 一 些 注解 ， 以 供 参考 。 由 于 仓促 成 稿 和 
水 平 所 限 ， 译 文 不 够 贴切 之 处 在 所 难免 ， 望 读者 批评 指正 。 
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